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������ � � � � � � � � � � � � � � � ��

'�/ �+��!���� �������� ���� 	��9 2��&���%�� 
����� 	!�
�	 � � � � � � � � � � ��

'��� ""�&���  �� �!� 
����� 	!�
� ���� 	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � �'

'��� )�*&���  �� �!� 
����� 	!�
� ���� 	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'

'��� "�������6����� �
����+  �� �!� ��:&���; �!� ""�&��� ��� �!� )�*&��� �,

'��� �
���1���+  �� �!� ��:&���; �!� ""�&��� ��� �!� )�*&��� � � � � � �,
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���

�� 
���������� 
� ����� ���� �� 
� ������� ���� � ������ ��� mi ��� ������� ��	�����

�	� ��
�� ������� �	 si� �
��� M �	��
��� 	� Nm �	��� �	
��� mj � ��� ��	���
�
��
�
���
���
	� �	��� 	� ��� ����
�� �	���
	� 	� si 
� ��� �
 ����

p(si|M,T ) =
1

Nm

Nm∑
j=1

p(si|mj, T ). !���"

#��	���������� �
�� ����� ��� �������
	� ���� ��� ����� �	
�� ������������ ��� 
���$

�������� �	 ��	��� �	�� �	���
	� � 
��� �	� ��� �� 
�
%��
	� 	� p(S|M,T )� & �	���
	�


� �	 �	��� ��� ��'�	�� �	�����	������� H ∈ R
Ns×Nm �� ������ 	���
� ������

�

��� �	 �� 
�
%� ��� �	�$�
'��
�		� 	� ��� �	������ ���� �
���
���
	� p(S,H|M,T ) �($

�
����� ��
�� ��� )* ���	�
���� +� ���	�� E(Hij) �� ��� � ������
	� 	� �	
�� si ��
��

�� 	����
��
	� 	� �	
�� T �mj !�
�� ��� �	�����
��
∑Nm

j E(Hij) = 1" ��� �	����� ���

� ������
	� 	� ��� �	�$�
'��
�		� �
��

E(log p(S,H|M,T )) =
1

Nm

Ns∑
i

Nm∑
j

E(Hij) log p(si|mj, T ). !���"

�� ��� �	��	�
��� ��
�	�� ��
	�� 	� H ��� ��������

�� ��� ����������	 
���� T 
� � �� ��� log p(S,H|M,T ) 
� ���
����� �	 �	�$

���� ��� � ������
	� 	� �	�����	������ E(H),

P (Hij = 1) = E(Hij) =
exp(−μ(si, T � mj))∑
k exp(−μ(si, T � mk))

�
�� μ(si, T � mj) = 1
2(si − T � mj)

T .Σ−1j (si − T � mj)�

�� ��� �����������	 
���� E(H) 
� � �� ��� ��� ���
����� �
'��
�		� 
� �� $


�
%�� �
�� ������� �	 T � �	� ��
� ����	��� �	������� ��� �	����
%
�� ����	�� 	�

�����
	� !���" �	 �	� ��
� �	 �� ��'�� 
��	 ���	���� ������ ��� )*$�-. ��
���
	�

CEM �	 �� 	��
�
%�� ��'�� ��� �	��	�
�� �	��,

CEM(T,E) =

Ns∑
i

Nm∑
j

E(Hij)(si − T � mj)
TΣ−1j (si − T � mj). !��/"

+
��	�� �	�� 	� �������
��� 
� 
� ������� ��	� �	� 	� � �	�	����	�� ��� 
�	��	�
�

0����
�� �	
�� �
�� 
��
���� σ2 
� 	���� �	 �
���
�� ��� �����
	��� 1�� ������	����
	�


� ���� �	��� ��

T̂ = argmin
T

1

σ2

Ns∑
i

Nm∑
j

E(Hij)‖si − T � mj‖
2. !��2"



�� ������	 �
 � ��
�	����� �������
 �����	� ����������� ����� �����

�� ��� ���� ��� �����	�� 
� E(H) ���
� �� �������	� ����
��� ��� �
����
	 
� ����
������������� ��������
	 �
� � ����� ���	��
�����
	 T ��	 �� ���	 �	 ����	��� ������

����� ������	
���

� �
 ���� ������
����

�

���	 �����	� ���� �	 ��	� ���	��
�����
	 Taff � �  
�	� mj �� ���	��
���� �! Taff ��
�
��
��" Taff �mj = Amj+t ���� ��� ���	��
���	� �����# A ∈ R3x3 �	� ��� ���	�����
	

���
� t ∈ R

3� $	 
���� �
 %	� ��� ���� ���	�����
	 t� ������
	 &'�() �� ��*���	������
���� ��� ��� �
 t� �	� �� 
����	

∂CEM (t)

∂t
= −2

1

σ2
(

Ns∑
i

si −A

Nm∑
j

mj

Nm∑
i

E(Hij) −Nst)

+	
��	�
∑Nm

j E(Hij) = 1 ∀i� ����� �� ��� 
 ����� �� %	�

t̂ =
1

Ns

Ns∑
i

si −A
1

Ns

Nm∑
j

mj

Ns∑
i

E(Hij). &'�,)

�� ��� ���� t̂ ����	� ��� ���!��	��� s̄ = 1
Ns

∑Ns

i si �	� ���  ����
 ���!��	���

m̃ = 1
Ns

∑Nm

j mj
∑Ns

i E(Hij) 
� ��� ��
  
�	� ��
��� S �	� M � -��	� .���!��	���/
�

���	���� s′i = si − s̄ �	� m′

j = mj − m̃ ���
�� �� �
 ��� ���! ��� �������
	 �	�


C ′EM(T,E) =
1

σ2

Ns∑
i

Nm∑
j

E(Hij)(s
′T
i s
′
i − 2s′Ti Am

′
j + m′

jA
TAm′

j). &'�0)

1�#�� C ′EM(T ) �� ��*���	������ ���� ��� ��� �
 ��� ��	� ���	��
�����
	 �����# A"

∂C ′EM (A)

∂A
= −

2

σ2

Ns∑
i

Nm∑
j

E(Hij)s
′
im
′T
j +

2

σ2

Ns∑
i

Nm∑
j

E(Hij)Am
′
jm

′T
j

=
2

σ2
(−Γ + AΥ)

���� Υ,Γ ∈ R
3×3�

�� �
�
� �
� A ����

AΥ = Γ ⇔ A = ΓΥ−1.

$� Υ �� ��	����� &det(Υ) = 0)� ���  ����
��	
���� Υ+ ��� �
 �� �������	�� �	����� 
�
��� �	
���� Υ−1� 2�
� �	 �� ����	����
	��  
�	� 
� 
���� �� �� ��
�	����
�� �
 ����!�
�������	� ���  ����
��	
����� 3� Υ �� �!�������� ���  ����
��	
���� �� �
� ���� ���	�
��� 4��
�� ����
� �
� ����	
���� ���
� 
����
	� 2
� ������� ��� �����
	 3�5�

��� �������	� ���	��
�����
	 T �� �  ���� �
 ���  
�	�� 
� ��� ������ ��
�� M ���
��
��� 	�#� 6# ������
	 ��� � ��� ��
 67���� � ��� �����	���� �	��� |CEM (T,E)(i) −
CEM(T,E)(i−1)| < ε� 3 ������������  �

� 
� �
	
����	�� �
� ��� 67 ���
����� ��
 �

���� �	 �8�� ���� 5900��
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�� ����� �� ���	
���
 ��� ����	������ �� ��� ���� ����
���������� �� ��������� �	����

���� 
����� �
 ������������ ����� ��� �������� σ2 ����������� ��� �����
��������
������������
 ������� 
����
 ��
 ����	����� �� ��	�����
 ���� ��� ���!  �
 	
�� �
 �

���� ���������� �� ��
 ���
�
� "� #������ ����

�� ��� ��$	���� �� ��� �������� ��
��� ����������� �� ��� ����� %&��'( ��������� )#������ !**�+� ,�� ��
	��
 
	���
�
���� ��� ��������� 
��	�� �� 
������ ���� � ����� �������� �� �	������� ��� ���	
���


��� ���� ��� -��� �������� 
��	�� �� �� ��� ����� �� ��� ���� ���
� �������� �� �����
�� ��
	�� ��� ��
� ���	���� ��
	��
� . ����� �������� ��/�
 
	�� ���� 
���� ��
�����

��� ��������
 �� 
�	��� ��� ������ ��� �������� . ��� �������� ��/�
 
	�� ���� ���

���� ������
 �� 
�	��� ��� ������ ��� �������� ,��
 �
 ����������� �
 ������
0 1�

���� ��� %&��'( ����
������� ���� 
���� σstart �� ��� -�
� ���������� �� ���� ���������
��������� ��� ��� 
���� ���	� �
 ���	��� �� σit = ��������it · σstart ����� ��� ���	�����
������ �
 � 
����� ���� 0 < �������� < 1� ��
 ���	� ��
 �� �� ���
�� �����	��
 �
 � ��
�
������
� �� ��� �	����
���� �������� σ2 ��	�� ��
��
 ����2� ��� ����� �� ����� �������
,�� 
��� ������
 ��� ��� ������ �� ��� ������� σ����	�� �� ��� 
���� �
 ���
�� ��� 
�����
��� %&��'( ������
 ��/� ��� �'( ����
������� ��������� ����� ����
 ���� ����

 ���

��� ������ ��� ���
�
� �������	�� �
 -3�� �
 �����
������� ������ 4�� ������������
����� ����
� ����� �� �������3 .�!� �� 
���� �
 ���
�� ��� ������ ��� 
�	��� ����
 ��

����/ �� ��� ���
������ �� ��� ������� %����	���
� ��� ������ �� 
���� ������
 �� ���
���� �� ���� ��� �
 ���������� ��	��
������
 
� ���� �� ����� �� ���	
����� ��� ��$	����
�� 
���� ��� ���	����� ������ �� ��� �	���
�����
������ �� �3����� �� �3�����0 ,��
���� %&��'( �
 �����
�� �� ����
��� ��� /����

 �����
����� �
 ���	�� �*** �����

����� ,�� ���	� �� σstart �
 
�� �� �!� ��� ����
������� �
 �������� �** ����
� �� ��� -�
�
����
�������� �� �	����
������ �
 ���������� �� ��� 
����� ����
�������� � �	����
������
�
 ��������� ���� � ���	����� ������ ��������5*�67� ,�� ��������� ���� �	����
������
����
 �� ������ ��
	��
 �
 �����	� �
 ���	
������ �� -�	��
 ��8 ��� ��9�
1� ���� ��
� ��� �������	� �� ��� ���� %&��'( �� � 

������� ����
������� ��������
:	� ���� ���
�
�
 �� � 
�������� /����
 S ����� �
 �����
����� �
 N = 10466 
	�����
�����
 si ��� ��
 � 
�2� �� ���	� 70mm × 40mm × 120mm� 1� �������� � 
�����
/����
 ST �
 ��������� S ���� � 

������� ����
��������� Tsynth0 ST = Tsynth � S�
"	�
��	����
� ���� ����� 
��
 ��� ��������� �� Sd ��� Sd

T 	
��� � ���������� ���������
����� �
 ��
�� �� ��� �������	� ���
����� �� )"�������� �66!+� ����� ��� �����
 ���

������� ��� ����� �	���� ����������� ;
 ����
��� ��<����� ���������� ���������

���<����� �	���� �� ��������
� ��<����� ����� �������
 �	�	�
 ��� S ��� ST � �� �
 ��
	���
���� ��� �	���� �� ������ ���
����� �����
 ��3��� �����
��������
 ������� Sd ���
Sd
T �
 ��

 ���� 15%� 
� ���� ���������
 � ����� �� �3��� ���������� �����
��������
 ���

�� ���������� � ��� 
��	������ &�������� ��� �	���� �� �����
 ��<��
� �� ��� ���������
�3��������
� Sd ��� Sd

T ��� �����
����� �
 ���	�� 510 �����
�
�� ����� �� �	�����
 ��� ���	���
 �� ����
�������� �� ��-�� � ��
����� ���
	�� �


��� �������2�� 
	� �� ��
�����
 ������� ��� �����
������� �����
 si ��� sT,i �� ���
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��� �����	
	��
 �
�����
	��
 � ��� ������	�� ��

��������� ���	
���
���
� ��
�����

d2(S, ST ) =
1

NS

NS∑
i=1

‖si − sT,i‖
2.

�� ����� ���� 
������� 
������ ������
 �� ��
������ ��� ��
����
 ��������
����� ����

��� �������� ��� ����� �����
��� ����� 
�������� ��� ������ �� ���������� ���� 
�����

��������� 
���������� �� ��

���� ��� ������
���� ��� ���
����
 �� ������
��� ���

��������� ������

 � !������� Tsynth �� �������� ST �

"� #���
����� �� S ��
 ST ��������� �� Sd ��
 Sd
T �

$� %����������� �� Sd ��
 Sd
T ����� ��� ���� �&	�!'�

(� )������� ��� ��������� ��������
����� Tres �� ST �

*� !�
������ ��� 
������� ������� S ��
 Tres � ST �

�� �����
 ��� ��
������� ��
 ���� Tsynth� +�� ��
������� ��������
����� ����������

� �������� ���� rotx = 20◦� roty = 10◦� ��
 rotz = 5◦� � ������� �� scalex = 1.1�
scaley = 0.9� ��
 scalez = 1� ��
 � 
�������
��� �� dispx = 10mm� dispy = 10mm�

��
 dispz = 10mm� ,� �������� �� ������
� �� ����� ��� ������������ ���� σstart = 8mm
��
 ���
 � ��
������ ������ �� �	������-.�/� +�� ��������
 ���0����
 ����� $. ���������
��
 �������
 �� � 
������� �� d(S, ST ) = 0.5mm� +�� ������ �� ����� �� 1���� $�2�

+�� ���� ��������
����� ��� � ���� �������� ����� ����

Tsynth,affine =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0
0.1 1 0 0
0.07 0.02 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ .

)����� ��� ������������ �� ������
 ���� σstart = 8mm ��� �� ���� ������
���� ���

��
������ ������ �� 0����
 ���� �	������ = {0.5 0.85 0.90 0.95}� 3����� $�4 ����� ���

��5����� �� ��� ��
������ ������ �� ��� ���0������� ���� ��� ��� ���� Tsynth� +��

1��� ������� 
�������� ��� �� ��� ����� �� d(S, ST ) = 0.35mm ��� ��� �����
 �	�������
{0.85 0.90 0.95}� ) �	������ �� 0.5 ����0�� ���
� �� � 
������� �� d(S, ST ) = 0.46mm
����� ��� ��������
 ����6�� �� � ����� 
���
�
 ��� ���� ����� 3�� � ������ ���
��� ��

��� ���� ��������
����� ������
���� ��� 1���� $�7�

�� ����
 ��������� ���� ��� ���� �&	�!' ������������ ������� �� � ������� 
��	

����� �� d(S, Tres � ST ) ≤ 0.5mm ��� ��� 
��� ��� ��
�� ��� �����
 ��������
�������

+��� 0���� ���� �� ��� ��
� ����� �� ��� �0����� 
������� �� ��� ����� �� S �� ��� �������

��������� 80.74mm9� +��������� $. ���������� �����
 ��� ��� ��
��� ������������ ��

���� ���	��� +�� �&	�!' ���
� �� ���0���� ����
 ������������ ��� ��� ���� �����
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 �����	� ����������� ����� �����

��� ���

������ ��	
 ��� ������	
 ����
�� S ��	�� ����� 	�� ����� ��	�������� �������� ST �
����

����� �	� ������ �������	���� ���� d(S, ST ) = 51, 7mm 	�� ��� 	���� �������	���� ����

d(S, Tres � ST ) = 0.5mm� ��� ��� ����� ! ��� ������� ���� ��
��	��� ���� "#$%%

�� 	��&�� '"# (�����! �� 
���� 	� �����	
 ����	 �� )��! *# ����	����� 	�� 	 ���&
���

�	
��� �� #�+ ����
� 
�	�� �� 	 ,�	
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3×3, tk ∈ R
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 �����
 ����� �� ���
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N∑
k=1

log(p(Qk,Θ|Sk)) = −

N∑
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	����� �����	��

ξ

ξkij(Tk,Ωk, M̄ , vp, λp) = log

Nm∑
j=1

exp

(
−
‖ski − Tk � mkj‖

2

2σ2

)

�	�� ���
��� �� ��� �� ��� �����	��'� 
��������� ����'� ��� x� 	�

∂ξkij
∂x

= −

Nm∑
j=1

γkij
(ski − Tk � mkj)

T

σ2
∂(ski − Tk � mkj)

∂x

�	��

γkij =
exp

(
−
‖ski−Tk	mkj‖2

2σ2

)
∑Nm

l=1 exp
(
−‖ski−Tk	mkl‖2

2σ2

) . ����(�

��� ����	�� �� ��	� ���	���	�� ��� 
� ����� 	� �

���	� )���

*��� ���� ��� ���	�
�� γkij 	� ����� �� ��� �������� Ekij �� ��� ��
�����	�� ����	�

��	�� ����� ���� ��� ���	���	��� �� ��� 
��������� ��� ��	����� 
� ��� ������
�������

��
�
	�	�	�� �� ��� ski ��� mj �

��� �����	
	��� �
 	�� ������
	��� �
�
��	���

+� ��	� ����	��" ��� ���������� �
�	�	���	��� �� ��� �
������	�� 
��������� {Tk,Ωk}
�	�� ���� ���  ���� ����� 
��������� Θ = {M̄, vp, λp, n} ��� �����	
�� 	� ����	��

����� ����	
����
���

%� �
�	�	�� ��� ���
�� ��	���	�� ������	�� ������� �	�� ���
��� �� ��� �
��	�� ��������,

���	�� Tk" �� Ωk ��� Θ ��� �����



��� �����	
	��� �
 	�� ������
	��� �
�
��	��� ��

����� ��� ��	��
� �� ��� �
	� ������ �����������	 ��������� ����������� �	 ������	

��� �� ���� ����� ��� ������
�	��	�� 
������������ Ekij ��� ������� �� 	
���� ���
�
����

�� ��� ����	
�
�
� �
���

�� �	� ��������
�� ����� �	� �����������
�� Tk 
� ����� �� ������� �	� ���������� ��

�	� �����
���
	��� �� �	� �������� ���� �
���

��
�� ��� ���
��

Ekij = γkij =
exp

(
−
‖ski−Tk	mkj‖2

2σ2

)
∑Nm

l=1 exp
(
−‖ski−Tk	mkl‖2

2σ2

) , ���� !

������� �"���
�� ����#!�

�� ��� ��������
�
� �
���

�� �	� ���
�
$��
�� ����� �	� �������������� ���
�

�
�
�� Ek ��� ����� ��� �	�

�����������
��� Tk 	��� �� 
� ������
���� %	�������� �	� ���
�� ��
���
�� 
� ���
�
$��

���� &
�	 ������� �� �	� ��������
�� tk ��� ���� &
�	 ������� �� �	� �'�� ���
�����
��

����
� Ak�

�����������	 
��� �
��
�� �� ��
 ���	������	

�� ���
�
$� �	� ��
���
�� &
�	 ������� �� �	� ��������
�� tk� (�� �	� ���
���
�� �� �	�

������ ����� �	� ������� ���
���
�� �����

�� 
� �"���
�� ����#! 
� ��������)

∂Ck(Qk,Θ)

∂tk
= +

Nk∑
i=1

Nm∑
j=1

γkij
(ski − Tk � mkj)

T

σ2
∂(ski − Tk � mkj)

∂tk

&
�	

∂(ski − Tk � mkj)

∂tk
=

∂

∂tk
(ski − tk −Ak(m̄j +

n∑
p=1

ωkpvpj)) = −I3×3.

*���
�� ��� ∂Ck(Qk,Θ)
∂tk

= 0� &� ���

1

σ2

Nk∑
i=1

Nm∑
j=1

γkij(ski − tk −Ak(m̄j +

n∑
p=1

ωkpvpj)) = 0

&	
�	 �
��� ����
�
��� �	� �����������
��

tk = s̃k −Ak

⎛
⎝ ˜̄mj +

n∑
p=1

ωkpṽp)

⎞
⎠ . ����+!

&
�	

s̃k =
1

Nk

Nk∑
i=1

ski, ˜̄mj =
1

Nk

Nm∑
j=1

m̄j

Nk∑
i=1

γkij ��� ṽp =
1

Nk

Nk∑
i=1

γkijvpj.
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���� �� �� ���	 
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�	 ��
	�
���
��� �� �	���
	� �����	�
�	� ��
� �	���
� � ��


���	 ���
�	� 
��� ����� ����	 
�	 ���	� �����	�
�	 ������	� � ����	�
��� ��� 
�	 ���	��

�����������	 
��� �
��
�� �� ��
 ��	
 ������

�� ���	� 
� �

����	 
�	 ���
	���� ��
� �	�
	�
 
� 
�	 ���	 ��
��� Ak� 
�	 
������
���

tk �� �	
���	� �� ����� ����	 �	���
��� ��� !""� �� 
�	 ��
�	�	�
�
��� �� 
�	 ����	


���������
��� �	����
��	 �	���	� ���
�	�� ��	 
���
� �� 
�	 ���
	� ��	 ��� 	�
�	��	�

��
� �	�
	�
 
� 
�	�� �����	�
�	� ��� �	 �	


s′ki = ski − s̃k ��� m′
kj = m̄j − ˜̄mj +

n∑
p=1

ωkp(vpj − ṽp).

��	 #��
 
	�� �� 
�	 ������ ���
	���� �� 	���
��� ��� �" ��	� ��
 ���
��� 
���������
���


����	
	��� �� �	 ��� �	���
	 ��� ���
	���� 
�

C ′k(Qk,Θ) = ����
−
N∑
k=1

Nk∑
i=1

log

⎛
⎝Nm∑

j=1

exp

(
−
‖s′ki −Akm

′
kj‖

2

2σ2

)⎞
⎠ .

��	� 
�	 �	����
��	 �� C ′k(Qk,Θ) �� ����	� ��
� �	�
	�
 
� Ak� $	�	� 
�	 �	����
��	

���� ����� �� 	���
��� �%�&" �� ��	� ����� ���
�� ��'

∂C ′k(Qk,Θ)

∂Ak
= −

Nk∑
i=1

Nm∑
j=1

γkij
∂

∂Ak

‖s′ki −Akm
′
kj‖

2

2σ2
= 0

��� ����� #����� �	��� 
� � ��
��� 	���
��� �� 
�	 ���� ��

Ak

Nk∑
i=1

Nm∑
j=1

γkijm
′
kjm

′T
kj =

Nk∑
i=1

Nm∑
j=1

γkijs
′
kim

′T
kj

⇔ AkΥk = Ψk, Υk,Ψk ∈ R
3×3.

���	 �	
���	� �	����
��� ��� �	 ����� �� �

	���� %���" ��	 	�	�	�
� �� Υk ��� Ψk ��

��� r ��� ������ s ��	 �	
	����	� ��

υ[r][s] =

Nk∑
i=1

Nm∑
j=1

γkij m′
kj[r] m

′
kj[s]

���

ψ[r][s] =

Nk∑
i=1

Nm∑
j=1

γkij s′ki[r] m
′
kj[s].

��	�	 m′
kj[s] �	��
	� 
�	 	�
�� �� �	�
�� m′

kj �
 
���
��� s�
$	��	� 
�	 ���
�
�
��� �� 
�	 
���������
��� ��� �	 	���	�
�� ���	 �� � ����	�(

���� ����
��� �� ������� � 3× 3 	���
��� ���
	��



��� �����	
	��� �
 	�� ����� �
�
��	��� ��

����� ����	
��
�� �����
����

�� ����� �� ��	
��� ��� ��
��	����� ���������� Ω = {Ωk}� ��� ������ ��������� ������

���� ������� �� �
��	���� ���� ���
��� �� ��� ��
��	����� ���������� Ωk� ��� �����
���

	������ Tk ��� ��� 	���� 
���	����� Θ ���  !��� "�� ��� ����#���#� �
 ��� ������ ���	

�
 ��� ���������� ����� ��� ������� ����#���#� ��������� �� �������� ����$� �� �	
��%���

"�� ������� 
����� ��� �

����! &��� '�  ����%  ��

∂Ck(Qk,Θ)

∂ωkp
=

ωkp

λ2p
−

1

σ2

Nk∑
i=1

Nm∑
j=1

γkij(ski − T � mkj)
TAkvpj = 0.

�� ����� �� ��	
��
%� ��� �� ��������� ��� ���� #����� dkp ��� gkqp ����� gkqp = gkpq�(

dkp =

Nk∑
i=1

Nm∑
j=1

γkij(ski − tk −Akm̄j)
TAkvpj

���

gkqp =

Nk∑
i=1

Nm∑
j=1

γkijv
T
qjA

T
kAkvpj .

����� ��� �%���	 ����� ��� �� �� ���#�� 
�� ��� �
��	�� ωkp �� �
�� ��� p�(

σ2

λ2p
ωkp − dkp +

n∑
q=1

ωkqgkqp = 0.

'� ���#� ���� �������� ���� ���
��� �� ��� ωkp �� � ��	� �% ��������� �� � 	����! ��������

����� ��� ωkp ��� ������ �� #����� Ωk ∈ R
n� ��� dkp ��� ������ �� #����� �dk ∈ R

n ��� ���

gkpq ��� ������ �� ��� �%		����� 	����! Gk ∈ R
n×n(

0 = σ2

⎛
⎜⎜⎝

1
λ21

0

� � �

0 1
λ2n

⎞
⎟⎟⎠Ωk − �dk + GkΩk.

⇔ (Gk + Rnn) Ωk = �dk ����)�

���� 	����! Rnn = σ2diag(λ−21 , ..., λ−2n )� �� ����� �� ��	
��� ��� ωkp� 
�� ���� k ���

	����! Gk ��� ��� #����� �dk ��#� �� �� �#�������� �� ��� �	
��	��������� ��� ������

�������� �%���	 �� ���#�� ����� � *+ ����	
������� �
 (Gk + Rnn)�

��� �����	
	��� �
 	�� ����� �
�
��	���

"�� ��� ��	
������� �
 ��� 	���� 
���	������ �� ����	� ��� �����#����� 
���	�����

Qk = {Ωk, Tk} �� ��  !�� ��� ,���� ��� �
��	��� ��� ������ ��������� �
 ��������

������ ���� ���
��� �� ��� 
���	����� �� Θ ���� Θ = {M̄ , vp, λp}�



�� ������	 
� � 
���	����� 
������� �����	� ����������� ����� �����

����� ���� 	
���

�� �������� �	� 
���
� ��������� ����
���� ������� ���	 ������� �� �	� ��
� �	
�� M̄ �

�� �	� ��
��
�� ����
���� λp� �	� �
��
���� ����� vp 
�� �	� ������
���� �
�
������
Qk 
�� ����� �� ��
��
�� �	� �����
���� ��� �
�	 ��
� �	
�� ����� m̄j �  	� ���� ����

�� �	� 
���
� ��������� �� ���
���� ������ ���� ��� ����
�� 
�! mj � �� �� ��������
�� ��

�	� ������ ����� "���
 �	� 
����
� �����
���� ��������� �� ���
���� ����#�� �� �������!

���

∂Cglobal(Q,Θ)

m̄j
= +

N∑
k=1

Nk∑
i=1

γkij
(ski − Tk � mkj)

T

σ2
∂(ski − Tk � mkj)

∂m̄j
= 0.

�� ��
��! ����� ��� mj �!

m̄j =

(
N∑
k=1

Nk∑
i=1

γkijA
T
kAk

)−1 N∑
k=1

Nk∑
i=1

γkijA
T
k (ski − tk −Ak

n∑
p=1

ωkpvpj) ����$�

�	��	 �� ������� �� ���
�� �� 
������� %��� �� ��� �	
� �	� ��
� �	
�� ������ 
��

�������� 
� �	� 
���

� �� 
�� ������
���� ������ �	��	 
�� ���
	��� �! �	��� ����������

�������������� ����
�������� γkij �

����� 	
������ �����
���

�� �������� �	� 
���
� ��������� ����
���� ������� ���	 ������� �� �	� ��
��
�� ����
����

λp� �� M̄, vp 
�� Qk 
�� �����  	� �����
���� �� �	�� �
�� �� ����� �
�!&

∂Cglobal(Q,Θ)

∂λp
=

N∑
k=1

(
1

λp
−

ω2
kp

λ3p

)
= 0

⇔ λ2p =
1

N

N∑
k=1

ω2
kp. ����'�

 	�� �� ���������� ���	 �	� () �����
���� �� �	� ��
��
�� ����
���� �
��� �� 
 ����
�

�������������

����� �����
��� �����

�� �������� �	� 
���
� ��������� ����
���� ������� ���	 ������� �� �	� �
��
���� �����

vp� �� 
�� λp, M̄ 
�� Qk 
�� ����� %� �� 
�� ���*��
 ���	 
 �
���� ���
����� ��

���� ����� �	� �
���� V ∈ R
3Nm×n ����
����
 �	� �
��
���� ����� vp ∈ R

3Nm �� ���
��������  	� ������
���� �� �	� �
��
���� ����� �� �������� ��� ��� 
� �� 	
� �� ��

�
�� ���� �	
� �	� ��������
 ������� 
�� ���	�
��
� �� �
�	 ��	��&

vTp vq = δpq =

{
1 �� p = q
0 �� p 
= q
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�
��	��� ��

����� ����	 
� 
�� ���	

���


V TV = In×n.

�� �
��
 
� ��
��
�
� 
��	 ���	

���
 ��
� 
�� ��
�����
���� �� ������ ���
���� ���
�����

�
	� ���	 ����	 
��
 � ��� ��
����� Z ∈ R
n×n �	 ��

������ ��
� � ���
���� ����
���

Λ ���
�
∂Λ

∂Z
= 0 ⇔ V TV = In×n

��� ��
 ������ �
�
�
��� �	 ��
����� 
�

Λ = Cglobal +
1

2
tr

(
Z(V TV − In×n)

)
. ��� !"

#� ��$�
��
��
� 
�� 
�� 
�
�	 ����������
�� ��� ����
���	�� %�
�� vjp ∈ R
3 ����
�


�� ������
	 �� vp ����� ����� 
�� ��
��
��� �� ����� ����
 mj � #� ����� ��
� 
��

��
���
��� �� Cglobal� &

∂Cglobal

∂�vjp
= −

1

σ2

N∑
k=1

Nk∑
i=1

γkij(ski − Tk � mkj)
T ωkpAk

�� �
��
 
� 	������� 
�� ��
�
��� ��
 ���
�
� ��
��	�	� �� 
�� ��������� �� ����
�

∂Cglobal

∂�vjp
=

n∑
q=1

Bpqj�vjq − �qjp

��
�

�qjp =
1

σ2

N∑
k=1

Nk∑
i=1

γkij(ski − tk −Akm̄j)
T ωkpAk, qjp ∈ R

3

���

Bpqj =
1

σ2

N∑
k=1

Nk∑
i=1

γkijωkqωkpA
T
kAk, Bpqj ∈ R

3×3 ∀j.

'�$�
��
��
��� 
�� ���
���� ���
�����
 ��
� 
�	���
 
� �vjp ����	

∂

∂�vjp

1

2
tr

(
Z(V TV − In×n)

)
=

∂

∂�vjp

1

2
tr

(
ZV TV

)
=

n∑
q=1

1

2
(zqp + zpq)�vjq ��
� zqp = zpq.

#� ��� 	����
��� 
�� ��
���
��� 
�

∂Λ

∂�vjp
=

n∑
q=1

zqp�vjq +
n∑

q=1

Bpqj�vjq − �qjp. ��� ("



�� ������	 
� � 
���	����� 
������� �����	� ����������� ����� �����

�� ��� ����� ����� Ak �� 	 
��	���� �	�
�
 � 	�� ���� �
�����
�	� � �� �� ����� AT
kAk =

I3×3� ��� �	�
�
 Bpqj �	� ���� �� �
����� 	� ��� �������� �	�
�
 ���������� �� 	

��	�	
� Bpqj = bpqjI3×3 ���� bpqj = 1
σ2

∑N
k=1

∑Nk

i=1 γkijωkqωkp� ����� �� �	� ��������

��� �������� �� ∂Λ
∂
vjp

= 0 �� 	 �����
 ����	�����

n∑
q=1

(zqpI3×3 + bpqjI3×3)�vjq = �qjp ⇔

n∑
q=1

�vjq(zqp + bpqj) = �qjp ����� 

���� �!�	���� �	���� �� �
������ �� 	 �	�
�
 ���	���� �� �
��
 �� ������� 	�� �vjp 	�

��� �	�� ���� ���	��� �� ��	� ���� 	 ��"�
��� bpqj ��
 �	�� ����� j� ����� B ����� ��

	 �����
� ���
���
�� �� 	��
�	�� ��� �
����� 
�#	
���# �	�� �	�� [V ]{j} ∈ R
3×n ��

�	�
�
 V ∈ R
3Nm×n ���	
	���� ����

[V ]{j} = [�vj1, ..., �vjq, ..., �vjn].

���
� 	
� Nm �	��� [V ]{j}�
$�� �� �	� �
��� �!�	���� ����� �� 	 �	�
�
 ���	����

[V ]{j} (Bj + Z) = [Q]{j}.

���� ��� �	�
�
 Bj ∈ R
n×n ������# ��� bpqj 	�� ��� �	�
�
 [Q]{j} ∈ R

3×n ������# ���

�qjp� ��� ������	���� �� �	�� �	�� [V ]{j} �� ���� 
�	��%�� �� 	� ���
	���� �	���
 	�
��������

��� �� Z �� &���� �� �	� ������� V � [V ]{j} = [Q]{j} (Bj + Z)−1 .

��� �� 	�� [V ]{j} 	
� &����� �� �	� ����
���� Z� [V ]{j}Z = [Q]{j} − [V ]{j}Bj ∀j.

'�
 
�	�	������ 
�	����� �� ��� [Q]{j} − [V ]{j}Bj = [Q̃]{j}� (��&��# 	� 	�� j
������	�������� �� )�� ��� ��������# �	�
�
 �!�	����

V Z = Q̃.

���� V ∈ R
3Nm×n� Z ∈ R

n×n 	�� Q̃ ∈ R
3Nm×n�

'�
 ��� ���������	����� �� 	�� ��� ������ '�
��� �� ��
�� ��� V 
�������# �
��

���� *� �� �� �
�����
�	�� �� �� ��� �� 	���� )
�� 	 ���#��	
 �	��� �������������

V = USRT ���� U ∈ R
3Nm×n� S ∈ R

n×n 	�� R ∈ R
n×n� ���� �� 
���	�� V ���� ���

�
�����
�	� �	
�� V ← URT .
$�
�� �� �	�� Z �� �� ������
��� ������ �����	� �� ��������# Z = V T Q̃ ��

�������

Z =
1

2

(
V T Q̃+ (V T Q̃)T

)
.

'��	���� ��� ������%	���� �� ��� #���	� �
���
��� ���� 
������ �� �vjp �� ���� 	� ��������



��� �����	
	��� �
 	�� ����� �
�
��	��� ��

�� �������

�� 	
��
�� Q̃ ���� ����� [Q̃]{j} = [Q]{j} − [V ]{j}Bj �

�� 	
��
�� Z̃ = V T Q̃ ��� Z = 1
2(Z̃ + Z̃T )�

�� ������ V ���� ��� ����� [V ]{j} = [Q]{j} (Bj + Z)−1�

�� �
���� V = USRT �
 �� 
���
�
����� V ← URT �


���� ‖V t+1 − V t‖2 ≤ ε.

�� ��� ���� ����� �� �
��� AT
kAk 
= I3×3� �
 ��� �
�
��
� �
 ∂Λ

∂
vjp
= 0 �� � ���

�
�� �
�����
�� �� Bpqj �� �
� � ��� 
��� �����! ����
�� ��� �
� ������� �� ���

�
��
��� � ���  ������ ����
��� �� �!�������� "
� ��� j ��� ��� p �� ���� �
 �
�#�

n∑
q=1

(zqpI3×3 + Bpqj)�vjq = �qjp ⇔
n∑

q=1

B̃pqj�vjq = �qjp. $����%

"
� � �����! �
����
�� �� ����� � ��� �������� 
� ��� #������
� �
��� vp �� ��� #���
��
[V̂ ]{j} ∈ R

3n ����

[V̂ ]{j} =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

�vj1
���

�vjq
���

�vjn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

&��� �� ����� � ��� �������� B̂pqj �� [Bj ]pq ∈ R
3n×3n�

[Bj ]pq =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

B̂11j . . . B̂1qj . . . B̂1nj
���

� � �
���

� � �
���

B̂p1j . . . B̂pqj . . . B̂pnj
���

� � �
���

� � �
���

B̂n1j . . . B̂nqj . . . B̂nnj

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

�
 �� 
����� ��� �
��
��� ������ ������ �
 �
�#��

[Bj ]pq[V̂ ]{j} = [Q̂]{j}

' ��� �� �����(� ��� �
��
����
� �������#��� �� �
�#�� ����������� �
� Z ��� �
� V �

�� ��������� ����� � )��� �

 � ��� ����� 
� ��� 
����#���
��� ��� #��
�� 
� AT
kAk �
��

��
�� �
 ��� �������� �����!� �
 ��� �� �� #������ 
� ��� #������
� �
�� �
��
����
� ���

�� ����
��� ����� �� �������
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��� �����	��
 ��
����

����� �����	
��	���� 	�
 ������
 �� ��� �	�	������

�� ��� ���	
�����
 �� ��� ����������
 	��������� �� ����� �
 �
��
 ����� 	���������
Θ = {M̄, vp, λp}� ��� ���
 ���	� M̄ �� �
��������� ���� �
� �� ��� ����������
� Sk

�
 ��� ����
 ���� ���� 	��������� ���� � ��	���� ���	�� ����� �� �		���
� ��� ���
 !" �����������
� ��� ���
���
� ������	�
��
�� 	������������ ������
 M̄ �
� ���� Sk

��� ����
����� �
� #����
��# �
������
� ������	�
��
��� ��� �������
��� $� �
����
��
��� ����
�� ������	�
��
� 	��
�� s̆kj ��� ���� mj �
� ���� Sk �� ����
���
� ��� ���

	������
 �� ��� 	������������ ������	�
��
���%

s̆kj =

Ns∑
i

E(Hkij )∑
iE(Hkij )

(T−1k � sik). &'�()*

+�� s̆kj ��	����
� 	������� ���	��
� 	��
�� �� �
 

�
��
 

������
� �
����� �� ������
�����
 Sk� $� ���	
�� � ��� �� s̆kj ��� ���� Sk� +�� ���
���
� ���� �� ���
��� �����
������	�
��
��� (T � mj, s̆kj) ��� ���
 
��� �� �
	
� ��� ��� "��
��	�� !��	�
�
��
�
������ �� ���	
�� ��� �
����� ����
������� vp �
� ��� �
����� ����
���
�� λp� ,�� �
�������� ��	��
����
 �� ��� ���	
�����
 ��� ������
 '�-�(� +�� ����������
 	���������
Q = {T,Ω} ��� �
��������� ���� Ak = I3×3 �
� tk = (0, 0, 0) ��� ��� k ��� ��� ���
�����
�����
 �
� ���� ωkp = 0 ��� ��� k �
� ��� p�

 
 ����� �� ���� ��� ��� ��
�������� �� �
� ..� ���	
�����
 ���� ���	��� �� ��� �
��
���� ���
 ���	�� �� ���	���� ��� ���
 ���	� ���
��� ����� ��� �����
�� ���
 
��
�
���������� �
����� ���
 ���	�� M1 �
� M2� $� ����������� ���� M1 ��
 �� ��
������
����� �
 ��� ..� ��

� ���� M2 ���� ������������� ���� ����� ����������
 ���/���
��
ω1p% M1 = M2 +

∑
p ω1p�vp ���� ω1p << λ2p 01
�
���� (223�4�

�� ��� ��� �� �� 5
� � ���� ����
�� ������
 ���	������ �
� ���	������ �� ���
������ ��� ����
���
 �� ��� ��������
 ���� ������ �	��� �� ���
��� �
��
� ��� ��������
���	
�����
 �� ��� 	����������  � ��� ���
���� ��������
 λp ������� #��� �����6� ���
���������� ��������
 ����� vp ��� 
� ��
��� ����
 �
�� ����

�� +��� ���� ��������
�
7
�
�� ��� ��
�����
�� ���� �� ��� ������ ��������
 �� ����
 �
 5�
�� '�82�

����� ��
���� ��� ��� �����	
 �	��	���� ��
��

� ����
�
� ���� ��� ��
���
�
� N ����������
� Sk ���� � 5��� 

���� Nm �� ����
��
������	�
��
� 	��
�� �� ������� �� ��� ���
 �
� ���
 ������ �
 ��� ������ B ∈ R

3Nm×N �
 
 ����� �� ���	
�� ��� 	��
��	�� ���	�
�
��� ��� ���������� �������
�� ������ �� �
���
���� Cov(B) = BBT ∈ R

3Nm×3Nm � �
� � ����
���
� �����	������
 �� 	��������%

BBT = ESET

����� S ∈ R
3Nm×3Nm �� � �����
�� ������ ����� ��
���
� ��� ����
���
�� �� BBT

�
� E ∈ R
3Nm×3Nm �� �
 �������
�� ������ ��
���
�
� ��� ���������� ����
��������
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�� ���
�	��	
� �� �
�	��� �������� ����
 �����	��� ���
� ����
 �	������ �
���	��� ����

�
��� � �
�	��� 	��
����� ��
 �������
�� 	�
 �
��
� n �� ��������� 	�
�� 
�	����
��

���	 10 �� 7 
����� ��	���������

�������� ��� ��	��
���
�� �� ����� �
�� ���� ��� �
���� �
�� � ���
������ ������ ��
����
�
� �� ���
� Nm = 3000 	�
��
 �
� ������ �

��
������ ��� ����

���� ���
� ��� 
�
���
�� 
���� ������
 ���� ����� �
�� Cov(B) ∈ R

9000×9000 ��� 

 ��� 
	��
�� ���������� ��
�		�� �� ��������
�� 
����
�� �� ��� 
������� �
�������� �����	�

�
�� ��� ��	��� ���
�
������ ����� �����	�

�
�� ����� �� B 

B = UΣV T �!�"#�

�
�� U ��
�� �� ���������� ����
$ U ∈ R
3Nm×3Nm � V T ��
�� ��� ����
	�
� �� ���

���������� ����
$ V ∈ R
N×N ��� Σ ��
�� � �
������ ����
$ Σ ∈ R

mxn �
�� ���


������ �����
 σi �� ��� �
������� %�� �� �
� ���
� ���	�����
 �� ��	��
��� BBT

��
���
�� 
�

BBT = UΣV TV ΣTUT = UΣΣTUT = ESET . �!�"&�

'� 
�� ���� U ����
 ��� 
����� �
���������
 �� ��� �
� 
�
��� �
 U = E ��
�� ΣΣT ����
��� �
��������
 �� ��� �����
���� ����
$� (

�� ��� 

������ ����� �����	�

�
�� ����

���� �� ����� ���� ��� 
	��� 3Nm×3Nm �� ���	��� ��� �����
���� ����
$� )��������
��� ��� 

 �����
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�
�� ��� ���������
���� �������� 
� ��� �����
���� ����
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������� �����	� ����������� ����� �����

�� ��

�����	 
���
 ���������� 	
���
���	
 �� ��� ���
 ���
����� �� 
�� ����
 �	 �� �������
��� � ���������� ����� 	
���
��� ������ ����
�	� �� �����	 ������ ������� ��� !�
 "�
���
��
�� �������	# $���
	 %���� ��� ���	� 
� ��� ���
��� &� ��
 ����		����� "����� 
�

�� 	��� ���
 �� ��� 	����
 '��� �������
��� 
��� 
�� '�������"�	 &�	
���� �	 ���&�&
�� ��&�� 
� &�
������ 
�� ������
 �����	���&���� ��� ����
 mj �� 
��	 ����	
��
�& ��	�


��� �����	
�� �� �
� ��
���
�� ��� ���������� ���������	

��	 ������ ��������� ����� �	�� �	�� ��� ��� 	� ���!� ��	 !�"�	#� ��"!��	 ��� 	�

���	�	�  ��	 �  ����	� ��  ��"�� ���!� ��	 !���	 �� �"	 �"���	� $� "�� "	!	�������

�	��"� �� ��	 ���	  ��� �� ��	 ��� 	� %��	�	�& ��	�� !���	� �"$	"!	  ���������� ����

�	 ���� �!!��$�"� �� ��	 ������� ��� �" 	#�� �	 �		 '���	 
��� ���!� ����� ��	 �	��
�	"���!�	 �� ��	 �	��� �"$ �" �����������	 ��"��	��! ����!���	�

����� ����	
���
� 
� �

����

��� "�"�!�"�	# ��� 	�& �" �$$����"�� �"��������" �� "		$	$ ����� ��	 ��� 	 ���"���$	

��	 ������"���� $����"!	� ��	$ �" ��	 ������� (�	" �����"� �� ��	 '���	 
���& ����
	����� !��	� �� ��"$ �� ��	 $����"!���" �� ��	 $��	!���" ��	 �����!	 �� ��!�"�� ��	�	���	&

��	 "����� �"��������" �� �"�	����	$ �"�� ��	 ������ !���	���" �� �����" �����  ��������

���	� �� !���	� �"$	"!	 �	��		"  ��"�� ���!� �	����	 "������ �����"� �" �	�� $�)	�	"�

$��	!���"��

*	� �� $	"��	 ��	 "������+	$ "����� �	��"��"� ��  ��"� si �� ηsi �"$ ��	 "������

�+	$ "����� �	��"��"� ��  ��"� mj �� ηmj � (	 !���$ "�� 	���	� �	����	 ��	 $�)	�	"!	

�	��		" ��	 "������ �� �"�����"� ��	 �"��	 �	��		" ��	� �� ,��� �� ���"� ��	 ���

!��$	�" "��� ‖ηsi − ηmj‖� -	���	 !�� ���"� ��	 "������& ��	 ���"���������" T ��� ��

�	 �  ��	$ �� ��	 "����� �	!���� ���� �� $�"	 �� ����� ���"� ��	 �"�	��	$ �"$ ���"��

 ��	$ ���"���������" �����# ���� ��	 "����� �	!���� ��	 ���"������" �� "�� "		$	$


T � ηmj = (A−1)T ηmj � .	#�& � �	"������+����" �� ��	 "����� �� $�"	& �� �" ��� !��	

T � ηmj =
(A−1)T ηmj

|(A−1)T ηmj | � / ����� $�)	�	"!	 �	�"� ����  ����������& �� �	 	#�	"$ ��	



��� �����	
�� �� �
� ��
���
�� ��� ���������� ���������	 ��

���� �� ��� �	
��
 ����� �� �������� ������ �� ������ ��� �������������� ���������� 
�� ����� si !��� ������� �� ��� ����������� ����� mj � 

p(si|T,mj) =
1

const
exp(−

‖si − T � mj‖
2

2σ2
) exp(−

‖ηsi − T � ηmj‖

2σ2η
).

"�� �������������� ���������� ��� ��� �� ���������� �������� ����������� ���!��� �!�
������ ��� �� ������� ���������� �� ��� ������ ���������� "�� �������� �� ��� �#���������
�����# ��� ��������� ��� ������ γkij �� ��� ����������� ����� ������ ��

γηkij =
exp(−

‖ski−Tk	mkj‖2
2σ2 −

‖ηski−Tk	ηmkj‖
2σ2η

)∑Nm

l=1 exp
(
−‖ski−Tk	mkl‖2

2σ2 −
‖ηski−Tk	ηmkj‖

2σ2η

) .
$�� ��� ����������� �� ��� �������������� �����# ������� ���� ����������� �� ���
���������� �� ��� ������ ���� ��� �� �� ��%�� ���� ��������

����� ����	
���� 
��	
�� ��� ������������ ����� ������

"�� ����������� �� ������ ������� ��� � ���������� ������� �� �����������!���� &�!

����' ��� ����������� �� ������� ��� � ���
�������� ������������ ����� ����� ������ ��
�� ���� ��(���� �� �� �������������� ���!��� ��� ������ �#���� "��������' ����������
����������� �� ����������� �� ���������� ������ ���� �� �� ����������

$����' ��������� ���������� �� )��� �������� �� *&���� �++,- ��� ���� �#������ ��
���� *
��� ,..�' 	���� ,../- ��� ����� 0������� ' ��� ���� ����� �� ��� ����� ����� �
������ �� ��������� � )��� ��������� � ���������� ����� !���� �� �������� � ���� ���
��� 1����
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 * ���� ������� �
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d2CP (S,M) =
1

NS

NS∑
i=1

‖si −mi‖
2

���� NS ����� ��� �	���� �� ������ �� S 
�
 M �  ������� �� ��� !!�"��� �� ���"

��"��� ���������
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�� ����	��
�  ����� ��� 
���
��� d ���� 
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���� Sk
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�%������� &��'( ����

d2(Sk,Mdef ) =
1

Nk

Nk∑
i=1

‖ski −mki‖
2

����� mki = argminmj
‖ski −mj‖� )��� 
���
��� ��
�	�� �� ��� ���������� ������ ��
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d2(Mdef , Sk) =
1

Nm

Nm∑
j=1

‖skj −mj‖
2

����� skj = argminski ‖ski−mj‖� �� 
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H(Sk,Mdef ) = max (dmax(Sk,Mdef ), dmax(Mdef , Sk)) .
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CT =
|A ∩B|

|A ∪B|
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&'�(') ���� ���
��� �� ��� �����
����� ���������� ωp� *���� k = 1 ��� S1 �%���� ���

����������� �� %�������� !�� ��������� ���������� ��� ���� �� �����
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��� ����� �� ���� ����� �� ������������ 
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��� ������������ ������ ������� ������ �� ���������� ������
��������� �� �� ����� ��

��� ��������� +�� �

����� �

���� �� ������������ 
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��
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��������� ��� ���� 
�����

/� !�� 
��� ���
� �� ��

���� �� ��� ������� ������������� 1����������� ��� 
���

���
� ��

������� ��� ��������� ��� ��� ���� ���� ���� �� 
������� �� ����� ����
����� / �� ' ����������� ��� 
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 ���
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��� ���
���

���� �������� ������ �� ������ 0.207 ± 0.048 0.139 ± 0.032

���� �������� ������ �� ������ 0.214 ± 0.058 0.125 ± 0.030

������� �������� ������ �� ������ 0.431 ± 0.036 0.415 ± 0.042

������� �������� ������ �� ������ 0.567 ± 0.186 0.380 ± 0.044
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��"��
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������� �������� 0.102 ± 0.003 0.160 ± 0.022
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��	

��� ������������� � ������!�������� ���"��� ������������ !���� ���� �� ��!������#

��$���� "��� ��� ���!�  ������� � ������� ��������� ������ ��� ��� ����� ��� ����
���� %�� �� ��!��������� ����������& � �������� ���� ��� �� ��������� ���������� �"�

����������� ���!� �������� ��� ���� ��� ��������� � ' ����!�����  �������� � ���!

��� ' ����!����� "������ ���!� ����� ��(�� �� "��� �� ��� ���! ��(�� ��� ����� )*

��������� �� �!��� ������� %�� ������� ����������� ����!���& ��� +���� ���,�-� ��� ����

���� ������� ������ 70mm� ��� ������������ ��� ��!�������� �# 276 − 337 !�����

���!�������#& ��� ��� !���� ��������� ������� 0.24mm� ��� ���
��� �� "��� ��

��� 
��
��� ��� ���!����  �� ����� ����� %�� ��� ���!������� � ��� ���
���&

���  ����"��� !��������� "��� ������	 σstart = 0.5mm& ���������  ����� = 0.7& .

���������� ,/�

�� �����
�������- "��� �0 ��� ����������� %�� ��� 
��
���& ��� 
��

�� �������� �1 ������ ���� ��� �����  �� ��������(����� ������# ��� !�� ����� �� � ������

� �����
���
��� ��!��������� ��� �!���+���#  �� ���� ������ "�� ������ ����� �11
�������# ��������� ���!���

�������� ��� ���!������ ���� ���!�� ��� �� ��������� ��������� �� ��� +���

���� � ���������  �� ��� ���
��� �� "��� �� ��� 
��
��� ��� ����������� �� +����

���,�&�-� ������#& ��� ���
��� ������ ��� ���! � ��� ����!����� �� ��� +��� ����

� ��������� "���� ��� 
��
���  ���� �� �� ��� 2������������#& ���� �� ���3�� �! �#
��� ������� �������� �� ��� ���������� � ��� !�� ������� ��������� ��� ������ � ���

��������(����� ������# ��� ��!����� �� ����� ���  �� ���� ����� ��� ���� ��������� � 

��� �� �
��� ����������� �� ��� ���!������ +���� ��� ��� ����� 35% �������  �� ���
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��� �0.207cm ��� 0.214cm��
���� ��� ��� �����!��" ����� #������$ ��������� �������� ���� ��� ���
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��,�,�

&�� ���
��� %���� �� ��� -�
��� ������ ��� )���� ���� ���+ �� �� �%�� ��

�� ������ ��� ���� ����� ��������� � %�� ��� ����� )������ �� ���� �����������

����������� �� �������� �� ��� !����%����" ������ &�� ��� %���� �� ��� ��� ��)�!��
�� ��� �%�� �� ����� ��� %�� � &��� �� ��� �� ��� ���� ���� ��� ��� ���" ��.�� ����

������� ��� �������  ���� )��� ��������� ��� ������ �������� &���+ ���  ����� ��

�� �� ��� %�� ��� ��� ����������" ��!��!�� �� ��� ������������  ������ ��� �� ���

������%��� �� ��� !����%����" ������ &�� -�
���+ �� ��� ����� ����+ ����"*�� ���

������ �������  ��%�%����" �� 	��  �����+ ���������+ ���� ���  ����� �� �� �� ��� %�� 

��� ��.�� ���� �������� &���� �)� ����� �� ��� ����������� �� '���� ��(����

������� ����	 
����


������� �����������  ��%��� ��������� ����������� ��� � ������ ��� ��� �� ���������

���
� ������� ��������� #���+ ��� ��� �� �� �!������ ���  ���������� �� ��� ���
���

�� ��� �� )��� ����� , �� ����"� �� ��� ���� �� � ��� �� ���� �����+ ��� �������
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� .�� ��
�����	��
 ��� �����
����� �� 332 − 512 ��	��
� ���	� �����	��
����
 ���
��� ����� 1500×1500×500mm3 ��� ��� ��	�� �	
�����
 ������� 82mm� .��
//����� �
 %��� �
 ��� 01����� ��� �������� '�� ���
� ����� (�� ��� ��������	��

�' ��� //������ ��� '����%	�� ���������
 %��� ���
��2 σstart = 100mm� ������	��
'����� = 0.9� - 	�����	��
 "
��01� ����	�
���	��$ %	�� ,- ��� 	�����	��
� .���

��� ��
�
 '�� �������	3��	�� ��	�	�� %��� ���'����� 	� � 
��	�
 �' ������������� �����	�
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���	)�	�� '�� ���� �����
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��� �
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� ����  !� "� ��		��� �����	 
� ��!�  !� �� �� ��# "�$ 	�� ���	�
�	 
������	�
� ��

"
�
���# �� ����	 ���� ��	� �
� 
��"�	�$ 	�� �����	� 
� ����  ! ��# ��!�  ! ���

"
�
���# �� #��% �����

����
 ���� &
��� ����� ����������	�
� �����	��  ���� #��	��"�� �
��# �� ����������	�
�

�
�������	� ��	� ����  ! ����
�"� ��# ��	� ��!�  ! ����
�"�� &�� #��	��"�� ��#

���
"��	�# �	��#��# #����	�
�� ��� ����� �� mm�

������� �������

�
�� �������
 ��	�
� �� ���	�
 41.47 ± 6.42 31.08 ± 15.01

�
�� �������
 ���	�
 �� ��	�
� 38.25 ± 5.18 29.34 ± 12.68

������� �������
 ��	�
� �� ���	�
 87.73 ± 11.10 77.83 ± 31.09

������� �������
 ���	�
 �� ��	�
� 109.05 ± 35.14 75.04 ± 25.36

����
 ���� &
��� ����� ���"�'"�	� �����	� 
� ()) ���#
� ������ �
��# ��	� ����  ! ���

��
�"� ��# ��	� ��!�  ! ����
�"�� &�� #��	��"�� ��# ���
"��	�# �	��#��# #����	�
��

��� ����� �� mm�

������� �������

� 
	��
 �������
 45.95 ± 2.52 33.82 ± 5.47
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�� ���� �	������ ��	 �	��������	 �� ��	 ������� �� ����� ��������	 ���� �� 	������	��

 �	 ���� ��� �		� ����	��	� �� ��	 ����	!��" �� � ����# �� ���� �#������ ��� ��	

�������	 ��$�	��	 �� ���� ���	��	 �� ��	 ����	 �� ��	 �����	�� � ��������	 �	������� ��

��	 ����� ������� ������	� ����	 �� ��	 ������	 ����	���  �	 �% ����	� �� !	�� �� ��	

�	��	�������� �� ��	 �����	� !	�	 "����# ������	� �# ��	 &'����� (� )���*�����+���,�	�

)����� �����	� -� 	.����	 �� �	�� ��� ����� �����	� �� ���!� �� /���	 
���  �	 �%

����	� ������� 255 × 255 × 105 ��.	�� �� ��0	 0.94mm × 0.94mm × 1.50mm�  �	

�������� ���� �	� ��� ���� 	.�	���	�� �������� �� N = 20 �	�� �	��	��	� �����	��
1�����.����	�# �� ��0	 20mm × 20mm × 40mm� !���� ��	 �	��	�	��	� �# ��� 22

��� ��. 34�5 ������ ���	 ���	������� 	.����	� ��	 ���!� �� /���	 
�61���  �	

����������� �� � ��� ��� ��	 �����	� ���� ����� �	 ��	��� 	���	� ��� �	��	�������

������	� �� ��� �� ����#��� �� ��	 ����	 ����������# �� ����	�� ��� ������� �������

 �	 ������� �� !	�� �� ��	 �7)���� ��	 ������	� ��� ��	�	 ���� ��� ��	� �	��	�

��� �	�	����0����� ������# �� � �	��	� �� �	��	���	���� 	.�	���	����  �	 ��	��/���# ���

���� ���	�� !�� �	��	� ����� 899 �������# �	�	���	� ����	�� ��� ��	 ����������� ��

��	 �������� ��	 �����!��� �����	�	�� !	�	 ����	�
 σstart = 4mm� �	������� ������
= 0.85� 39 ��	������� 1:���7) �������������� !��� 8 ��� ��	�������� ��� ��	 �7)�����

��	 �7) �� ��	���	� 89 ���	�� ���� �� ��	 �����	�	� ����	� !	�	 ����� �� �� �	�������

!�#�

��������  �	 �	������� �	�� ����	� ��� �	���������� ��������� �� ��	 /���

�!� ��������� ���	� ��	 ���!� �� /���	 
�61���� ��� ��	 ������� ��� �� /���	


�61��	� ��� ��	 �7)�����  �	 �	�� ����	� �� ���� ��������	� �	�	���	� &�!	�	��

��	 /��� ��� �	���� ��������� ���	 �� ��	 ������� ���	� ���	 ����	 �	����� ����

��	 /��� ��� �	���� 	��	����	� �� ��	 �7)�����  ��� ������ ����	����� �� ���/��	�

�# ��	 ����	� ����� ��� ��	 �	�	����0����� ������# �� �	����	� �� ����	 
�8�  �	

�	�	����0����� ������# �� ������	� �� �	�	��	��	 �� ��	 ����	� n �� ��������� ���	�
��	��  �	 �	����� ��� ��	 /��� n = 5� n = 10 ��� n = 18 ��������� ���	� ��	 ���!��
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	� ��	� 	�� ������� ���
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��� �
� ��	� ������� ����
���� ��� ��
�������	�

 �����	� ��� 	��	�� �
� 	��  ��	

n = 5! n = 10 �
� n = 18 "����	�

 �
���� ��� ���	�
��� �
� ���
���	�� �	�
����

��"��	�

� ��� ��"�
 �
 mm�


��
��� ���
���

# "����	�

 �
���

������� ���� �������� � ��� ���� �� �� 0.634 ± 0.090 0.512 ± 0.083
������� ������� �������� � ���� ���� �� �� 4.478 ± 0.927 2.929 ± 0.576

$% "����	�

 �
���

������� ���� �������� � ���� ���� �� �� 0.623 ± 0.099 0.490 ± 0.088
������� ������� �������� � ���� ���� �� �� 4.449 ± 0.909 2.496 ± 0.445

$& "����	�

 �
���

������� ���� �	
����� 
 
��� ���� 	� �� 0.610 ± 0.089 0.471 ± 0.076
������� ���	��� �	
����� 
 
��� ���� 	� �� 4.388 ± 0.930 2.559 ± 0.563

����� ���� ����� ���	�
��� �
�
� �
 ��������	� ��������
	� ���� ��
�
� ������� ��	�

������� ����
��� �
� ��	� ������� ����
��� ���
�  ! ����
�
���"

������� �������

������� ���� �	
����� 
 
��� ���� 	� �� 0.515 ± 0.117 0.463 ± 0.052

���	��
� ! �"� ������ �# ���	��	�� ����
 �������
 �"� ������� �# �"� ��#����� ����

�"� ������� $��#����� ������ #�� ��� ��
�
 %	�" � ���� �	
����� �# 0.471 #�� �"�

������� ��� � ���� �	
����� �# 0.610mm #�� �"� ������� ����� �"� �
� �# &'

���	��	�� ����
� �� 	
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�� �"�� �"� $��#������� �	(������ ���%��� �"�
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�� � �	���� %	�" � "	�"�� ������ �# ���	��	�� ����
� �"� ����

�	
����� ������
� ������	�� �"� ��
� �# n = 5 ���	��	�� ����
 ��� �"� ��
� �# n = 18
���	��	�� ����
 	
 ����� 5% �
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 ���� �"�� 40% +����� 2mm, 
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���( �	
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�"	
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 ������ ���� �� ��$���� 
"�$� ����	�


�"�� �"� �������� �"� ��
���
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$��	-�	� �������	�� ��� ��$	���� 	� ����� ����

�"� 
$��	-�	� �����
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#��� ������� �� ��� $��� "�%
� ��
 �����
 "�%�� ��������� ��
�� &���� M̄ − 3λ �v1,2 ��

��	���M̄ +3λ �v1,2� '�� ��	���� �� ������� ���( ����� 
������ #���� ��� ����������
 �) ���
������� ��
 #���� ��� ��� ��
���
 �) ��� � !�����
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	� ������������ �	��� ����! *�����������
 �� �����������
��	����� �� �	 �	������ ��� ���
	������ 	
 ��� �+,���� ��� ��� ������� ���� �

������� �	 �	��� 	�� ��� ��-������� �� ��� ����	����� ��� �	 �	����	� 	�� ����	�

�� ��� ������	
��������! �� 	���� �	 �� ���� �	 ��� ��� ��������	�
 � �������� ����

��� 	
 	��������	�� ���� ���
���� ����������� �& ������������ �	���� ��� �	 �� ���������!

���� ���� .���)� ��� �������
 ��� ��������	� ��� 	��& �� ������� 
	�

���� ���� ��������� �	�	�	����! "�� 	�/������ �� �	 ���� �	�� ����	����� �� ���� �� ���

�+,���� 	� �	���	���� ������ ����� ��� �� �����������
 �!�! �� �	���� �&��� ��	�� �	

�	� ����������& ���	�� �	 ��� ���� ���� 	
 ��� �����! �	��	���
 �	���� ���� �������

�	���� ����	� �������	� �	 �	� ����������& ��� ��	�� �	 ���� 	����! 0 �&������� ����

��� �� ��������� �	�������� 12 	��������	�� ������ ��)� �������
 ��� 3���� 4!5! "��
	��������	�� ��� ����������� �& ������������ ������! �� 	���� �	 	����� �������
��

�������
 ��� ����������& �� ��� �������� ���� ��� �� ����6 "�� ��������� 	
 ��� ������

�� ���� �� ��� ����
 ����)���� ��� 	��������	� �� ����� ������ 
�	� 	��������	� �	

	��������	�! "�� ����� 	
 ����� �	������ �	��� ������� ��	��� 480 × 720 × 260mm3!

"�� ������ 	
 �	���� ����� 
�	� ������� 386 �	���� �	 ������� 642 �	����! "��

�	��� ��������� ������� 29.3mm!

�����	� "�� ������� ����������� 	� ���� ���� ���� ���
	���� �& "	����

'������ 	
 ��� ������ +����� 7������� +����� ����������� 	
 ������� ��� %�	�

�	����� ��
	������� ��	 )����& ��	����� ��� ��������	� ������� 
	� ���� �����	�! "��

��������� 	
 	��������	�� �� �	�� ����� � ����������� ,�	������� ����&��� �� ���������&
�	��! "�� 3��� ������ 	
 �	���� �� ��� �	 648!

8	� ��� �	�������	� 	
 ��� �������
 ��� 
	��	���� ���������� ���� ��	���6

σstart = 15−50mm ���������� 	� ��� 	��������	� ����� 
 �������	� 
���	� = 0.7−0.9

19 �������	�� �:���+, ������������� ���� 2 ��� �������	��! 8	� ��� �+,����
 ���

�+, �� �������� 29 �����! �	�� 	
 ��� ��������� ������ ���� 
	��� �� �� ��������� ��&!

"�� ���� ������ 	
 ��� ������� �� ���� �� 	
 ��� �+,���� �	����� 446 �	����

����� �� 200 �	���� ���� ���� ���� �& ��� �������!

8	� ����������� ��� ���
	������ �������� �� ����� �����������
 ��� ������� �	���

��������� �� ����	����� �� �����	� 4!# ��� 	��& � ����������� ������ ���� ���� ����
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 ��� 
����
 ���	 ��� 
�	����
 ��� ��� ��� ��� �����	 �� 
����
� ���	���	�� ��

��� � 
�	�����
 ��� !����	� ���"����� #�	 �������� ���"�����$ �
 �
�� �
 ��
�����
���	�� ��
���� �� ��� 
���� ��
�����
� �� �� 
�� � ����	� 	�
	�
�������� ��
 �� ��

�

	� ������ ��	 ��� ��
�	������
 �
 ���� �
 ��	 ���� ����	��� ���� %�	 ��� �������

� ���� �
 ��� &'(���� ���
 �
 ���� �� )��
��� ��� ����
 �� ��� �	������
 �� ��� �������

���� 
��
� ��	 ��� 	�
	�
�������� �� ��� *��� ���� 
��
� ��� ��
 ����	������
� +


��� ������� �
 ��
�� �� ��
�	����	�� 
���� 
��
� ���
 
	�����	� ����� ����	��������

���� �� �����	
���
 �� ��� ��
� ��� ���
 ��
 ��� ��� ��
� �� ��� � 
�	�����
�

��� ����	���,����� ������� �
 ��������� �� � 
�	��
 �� ������������� ��
�
� ���

��
�����
 ��	� ���
�	�� �� ��
������� �� ��� �����	 n �� ��
����� ��	������ ����


	������ �	�� n = 0 �� n = 13� %�	 ��� 

���*����� 500 	����� 
��
�
 �	� ����	�����

��� �� ��� ���� ���
��������� ���� ���� ����	����� ��� ����	� ������ 	�
	�
���������

��� ��������� �� ���� 	������� ����	��� ���� 
��
� ���� ��� ��
�	������
 �
 ��������
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����� ��� ��
�	������
 �	� ������� ���� ���� ��� ������	��� ���� 
��
�� ���� ����

��	 ���� 	������� ����	��� ���� 
��
�� ���� ��� ����	� 	�
	�
�������� ��
 �� ��

���
���� ��� ���
�	�� �� ��� ��
�	������
�

�������� ��� ���� 
��
�
 ��� ��� ����	������
 ����	���� �� *	
�� 
����� ���

���	� ���� �� ��	������ �	� ��
����� ��	 ��� &'(���� ��� ��� ������� �� *��	�


-�./ ��� -�..� ��� *	
� ��	�� ��	������ ����
 	������ 	�
	�
��� 
�����	 ��	���������
�

0�����	� �� �
 ���������� ���� ��� ������� ��	�������� ����� �
 
�	����� ����
�� ��

��� 	����� �� ��� ������ ��

 ���	��
 ��� &'(���� 	����	 �����
 ������ ��	������ ��

��� ������ 
��
�
� ��� �����
 	�
������ �	�� ��� ��
���� 
�	��
 �� ��� ����	���,�����

������� �	� ����
�	���� �� *��	� -�.1 ��	 &'(����� ������� ��� ������� ������
�
��� ������ ���	��
 ������� �������� ��
�	������ ��� *���� ��� �
 �
�� �
 ��
�����

���	��� 2���	���� ���
� �����
� ��� � 
�	�����
 	������� ���� ��� ������� ��


� �����	 ����	���,����� ������� ���� �� ���	��� !����	� ���"����� �� 0.92 ���� ���

������� #!����	� ���"����� = 0.88$ ��� ��� &'(���� #!����	� ���"����� = 0.86$�
+
 � ����	�	� �� 
�������
�� ������
 � ��� ������� ������ ��)�
 �
� �� ��� ��
�	�

������ 
�	����
 �
 ���������� ����	������� ���
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 �
 ��	� ���
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��	
�
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��� ��� �������� ���
 ����
 �� � ��	� �������� �������� �� ��� ������ ��
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� 3���	��������� � ������ ���	��
 ���	�� ���
 ��� ����

�	��� 	�4��� �� 
��
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 �	� ���� ��������
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� ��� ��������� ���
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������ ��	�� ���#�$#�	�
 ��� ���#�$#�	� ��� 	��	�� �
� 	�� ������ ������ ����� %&&

	��	��� ������
 ����� 	�� ������� 
������ ��	���� ����
��� ���
���� ���� ����� ���

#�
���	 
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� �� ������	�� �
� 	�� �������� 	�� ������� ��� 	��  !"����
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� ���
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� �� ���	
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� ��
 (()�**) ��� ��

)+,�**) ������
� �
	� ������	 ��
	��� ����
� -���
 ��
 ./0�**) ������
� ����
� �
�����
 ����
	�

1�
	���� �� ����� �
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� ���� ��
 (()�**) ��� ��
 ./0�**) ������
�
�
	��������� ������� ����
� -���� ��
 �� ��
 ���
 �	�
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 �� ��
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 ���
� ���� �
�� )�	
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��
	 ���� ��
 ./0�**)�
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 �� ��
 ���� ���� ����
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����� �	
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2�	
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 �
������ ���
	������ �� ���	
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 ./0�**) ������ �
	� -
�� �� ��
 ��	��� �� ��
 ������ ��� ����� �� �
��	� ����
��� ���� 3
�� ��
 ��	�������� ���
� �� ��
 (()�**) �� ���
 �� 	
�	
�
�� ��
 ��� 	
����
�� ��
 ������� ���� �
������	 �� ����	�
� �� �� 
��������� �� ��
 �
�
	���������
������� ���
	 � ����� �������
 �
�	�� 4�� ���	����
� �� �
����� ��
�" ��� �� ��
� ��	
��
 
2�
	��
��� �� �
����� ��"�
�� ��
 ����
� ��	 ./0�**) ��� (()�**) -���� �	

�
����
� �� ����
 ��$ �������
 ���� ��
 (()�**) �
	��	�� �
��
	� ���� �
���
� ��
�	

��
������ 	
��	���� ��
 '�����	5 �������
� �� ��
 (()�**) ������� � '�����	5
�������
 �� 53, 78mm -���� �� 37% �����
	 ���� ��
 '�����	5 �������
 �� ��
 ./0�**)
483, 87mm��

��� ������	
���� 
������������

.� ���� �
����� ��
 (()�**) �� �����
� �� � ������������� �	���
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 ���� �
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6��
��� ωkp 	
�	
�
�� ��
 ������ �� ��	������
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��
����
 ���
	������ Sk ����	���� �� 
��� ��	������ ���
 vp� ��
	
��	
� ���



��� ��������	
 ��

����� ���	 ������ ����� ����	�
���
��� 	���

�� ����� ���
����� ����� �� ����	�
���
���

����	����
� ��
� ������� ���	���� ��� ��
� ������� ���	����� ��� ���
����� ���

�������
�� �
����	� �����
���� �	� ����� �� mm�


��
��� ���
���

���� �������� ������ �� ������ �� mm 15.75 ± 2.28 16.48 ± 3.24

���� �������� ������ �� ������ �� mm 26.35 ± 12.78 17.81 ± 2.75

������� �������� ������ �� ������ �� mm 36.23 ± 4.60 53.78 ± 7.33

������� �������� ������ �� ������ �� mm 83.87 ± 54.58 43.81 ± 8.41

��������� ����� ����� ��������������� ��� �� ������ � �!�������� ��� �����������
���"������ #$������� %&&��'� 
� ��� ������� (���� ��� ����������� ���"������ ���
��� �������� ������ ������)����� �� ��� �����* ����� ������������� �� ���� �����������

(����


� �� ������������ �!��������* ��� ����������� ���"������ ������� ���!� �� � ����

��+������ ������� ��������� ��� ����� �� ��� �����!������ Sk� �� �� ��* ������� !������
ωk = (ωk1, ωk2, ..., ωkn) ��� ������ ��� ���� ���� �� ����� ��� � ,
����� �����������
���� �������� �� ������ �� ��� � ������� ���� ��� �� ���������� �� ���� �� ������� ��%�-�-�
��� ���� ��� �������� �� �(� ����� ������� �� �� �������� ���������� (��� ��� (������
.����. �� ��� �� ���� ���������� �� +���� ��%/�0� 1� �!����� 2��� ����� #2��� -3�-'
�� 0.95 �� ����� �� ��� ��� ,
����� ����������� ��� ��������� �(� ������� �������� (���
��� .����. ��� .(������ ����. �������* ��� +���� ��-4 ��� �� ������� �� ��� !����� ��
��� %5 ������� !������ (ωk1, ωk2)�

���� �������� �� ������� �� ������� ��� ������� ���� ��� �� ��������� �� �������
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n
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i=1

1

hd
ϕ

(
x− xi

h

)
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��� ��������� h 	�
��� ��� 
�	�� �� ��� 
��	�
 ��	 �� ��������� ������ 
��� ������� ��
��� ���� �� ��� ������� � 
�	�������	 ������� ��� ��� 
��	�
 �������� �� ��� ��������
������ ϕgauss(x) = 1√

2π
exp(−1

2x
2)� ��� ������ �� 
��	�
 �������� ϕ ��	 
�	�� h

	��������� ��� ��������� ����� �� ��� ��������	 ����������� 	������ ��������� �� ��	��
�� �������� ��� ����  ���� 	������ 	������������ ��� ��� ����	� �� �� ����� �� 
��� ��
��� ��� ���������	! ��� ����������� Gin ��	 Gout ��� ������	 �����	 ��� ������� �� ���
�����"

Gin = {g(x)|x ����	� ����� ��	 ����� �� ����	���}

Gout = {g(x)|x �����	� ����� ��	 ����� �� ����	���}

�� ��	�� �� � ��	 ��� ��#����� �� �� �������  ����� ������ ��	 ������������ �������
������! ��� �������� �� 	��� �� � ������� 	������� ���� ��� �������� ����� ����	���
$%����	��&������� '(()*� +�� �� ������� �� ��� �������� ��	 ��� ��������� ����  ����
	������ 	������������ ��� 
���� ,�-�

����� �����	
 �
	�
�
�� ����

�

��� ������� ��������� �� ��� �������� �� ��� ����� ����� �� ��������� ���� �����	���
��� .������ �� ��� ������������ ������� ���������! ��� ������� ��������! ��������������
��	 	���������� �� ��� ��/�%%/ ��� �� �� 	��������	 ���������� � �������� ��� ���
�
�� ���� ��� ����� ������ �� �� ������� 	���������� ��� 	������� ���� ��� ����� �����
�� ��� ����� �������� ��� ���� �� 
�	��� � ����� ������� 
���� �� ��� ���������� 
���
�� ���������� ������������� ���	� ���� ������ ����� ������ 
���� ����	� ���	 �������
��� �� �������������� $	� 0���1�� '((2*! �� ���� ������� ������� � ������ �� ��������� �
������������� ���������� $%���� '(((! 3�� '((4*� 5���� ���������� ���� �� ��1��� ������
������ $0��1� '(((* �� � ������ ���
��	�� ����� ������� ��������� �� ��� ������ ����� ��
��� 6�  ����� $7������ '((4* �� ������� � ������ ���
��	�� 
��� ������������� ���
�������� $������� '(('*� 8���� ����� ���������� 
��� 
��� ��� �����
�	 ������! ����
������ �� ����������	 ��� ����� ������������ ������ �� ��	�� �� ���� �� 
��� � ����
���������� ��������! 	� 0��1��� ��	 9������ �������	 �� ��������� �������������� �� ���
�������� ��������� ����� �������� 
������� $	� 0���1�� '((:* ��� '; ������������� �
������� �������� ������	 �� 2; ������������ ����	 �� � ������������� �� ��� ����� 
��
�������	 �� 7������ �� ��� $7������ '((<�*� ��� ��������� ���� ��� ��������� �	���
�� � ���������� ����������� $+���� -)44* ��	 � ��������� ���������� $%��
���� -)),* ��
��	�� �� 	�������� ��� ������� ��������� �� ��� ��	��� ��� ��������� �������� �� ���
�����
��� �����"

-� � ���	�� ��� �� �������� 	���������	 �=�� ��������������� Tk ��	 	�����������
Ωk �� ��������	 
��� k = [1, ..., N ]�

'� 0� �������� Ωk ��	 Tk �� ��� ���� ����� �� ��� ��	��! � ���	�� ���������� ��
������ R = {S1, ..., SN} �� ������
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������� ���������
 ��� p(Ω) = {ω1, ..., ωn} ��� ��� 
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�������
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zero−level−set
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�����	 
��
 ��������� 	�
�	 ��� 
�������� �� ������� �� ��� �� ��� ���� �������

�������� �� ��� ������ ����������	 
������� φ(x) ∈ R
3 �� ���� 	�
�	 ��� �� φ(x) = 0�

��	� ��	 �	�� �	����	 �������������� � �����	�	����	 �	��	� ����� ��	 ��������	� ��
�	�	� �	� �	����� �� �	����� ����	 �	��	������� ��� �	 ����� �� ��	 ���� ��  �	�	�� 	�
��� ! �	�	�� "##$%� �� ��	 &&'())' �� ���	� �� � '�* 	��������� ��� �� ������	�
�� � ������ ����	����+ ��	 ���	������� ���� �� �������� �	��	������� ����	���� ��� �	
�	���,	� �� � ����	� ����	������� �����

-��� �����	� �� ������,	� �� �������
 .� �	����� 
�"�/+ ��	 ����	������� ����������
�� �	�	� �	� �	����� ��� ��	�� ����������� �� �������� �	��	������� �� �������,	��
-�	 �	�	����	�� �� ��	 '�* 	��������� ��� ��� �������� �� �� 	�	��� ���������� ��
��	�	��	� �� �	����� 
�"�"� )	������ 
�"�0 ��� 
�"�� ��	 �	�����	� �� ��	 �	�������� ���
������,����� �� ��	 	�	��� �����������

����� �����	
�
�
	 ���	� ����� ��
�

�� 	������	� �� ��	 �	����� ����� �	�������	 ���	�� 1�	����� "���/�+ ��	 �	��	�������
�����	� �� ��	 ����������� ����	���� �� ��������	� �� ��	 ������,����� �� �� 	�	���
���������� E(Γ) ���� �	��	�� �� ��	 ������� Γ� -�	 �	� ��	� �� �� ���	 ��	 �������

�� ���	����� �� ��	 �	�����	 	�	��� �����	�� −∂E(Γ)
∂Γ � .� �������� �������� �	��	�������+

�������� ��	 ������� �� 	��	��	� �� ��	 ,	�� �	�	� �	� �� � ����	� ���	������� ��������
��	� ��	 ����	 ����	 φ : Ω → R


Γ = {x ∈ Ω|φ(x) = 0},

�		 2���	 
��� '��� ��������+ ��	 ����� ����������� �� ��	 ������� �� �	���,	� ��
	������� ��	 	��	����� �������� φ ����� �	�	� �	� �	����� !3	���	�� /4$4+ 5��	� /466+
'������ /44
%� .���	�� �� ������,��� ��	 ���������� �	2�	� �� ��	 ����	 �� ���(
����� ���	���� �� ���	 	��� ��  ��	��	� 	� ��� ! ��	��	� /440%+ �	�	��� ������� ������	
�� 	��	� E(Γ) ���� ��	 ����������� ����	���� �	�����	� �� E(φ) �� ���	� �� �	����
��� ��	 �	�	� �	� �������� φ̂ ����	 ,	�� �	�	� �	� �	�� �	�����	� ��	 ����� ��������



��� ��� ���	

� �� 
������� �������� 
����������� ��

����� ����	 
��� �

���

φ̂(x)

⎧⎨
⎩

> 0 ∀x ������� ��� �����
= 0 ∀x �� ��� ��������
< 0 ∀x ������ ��� �����

�� ���� ����	 E(φ) ��� �� ��������� ����� ��� ����� !��������� �"������

∂φ

∂t
= −

∂E(φ)

∂φ

#���� ��� ����$���� ���� t > 0 �� ���������� %�� &������������� ��� ������� ���������'
(� ���)� ��� ����)����� �� ���&����� ��� �������� �������

φt+1 = φt − h
∂E(φ)

∂φ

#��� h > 0 �� ��� ���& ����'
�� ��� ���������� �% ������� ����� ��������	 ��&����� %������� ������������ ��� ����

�&&���� �*������� �'�' �� ��� ��������� �% � %���� �� ���������� ������ �
������� ���+�	
�% ��� %���� �� ,- ������ �!�)����� �


��	 �% ��� ���&�� �������� �� ,- ������
�!�)����� �


��	 �% ������ �� ,- ������ �.���/� �

��	 �% ��� ��%� )�������� �� �������
,- ������ �0��� �

1�	 �% ��� &������� �% &��)�� ,- ������ �0��� �

1�	 �% ������� �����
)��������� �� ,- ������ �-������ �

2� ��� �% ��� ��)�� �� %��� ����������� 
0 ������
�3������ -������� �

��'

����� ��� ��	
��	

� 
� 	�� ����� ��	�

4� ���#� �� ��� #��/ �% 5������� ��� .������ �5������� �

��	 ��� ������������ &��� 
��� ��� �� %��������� �� � &������������ %����#��/ #���� ��� � &��������� &����������
p(P(X)|I) �% �� �&����� &����������� P(X) ��)�� ��� ����� I �� ��6������' 7���� ��
���� &�����&��	 �� ���� ������ � ��6���� � &��������� ���������� �� ��)���&�� �% � ��)��
��� %������� φ #���� ���� ��)�� ��� ���� ��&������ ��� ����� %��� ��� ���/������ �� 
��� � ���&� ���������� ���������� �� ��� 88, 33,' 0��� ����� �� � ���$�� �����������
%����#��/ #���� �� &�������� �� ������ �� ���� �������'

8�)�� � ���&� ��&�������� �� � ��� �% &����� #��� ����� &��������� Θ �� ��� 88, 
33,	 #� $��� ����� ��� &���������� �% � ���%��� #��� ���&��� �� ���� ���&�' 0���
������� �� �&���%���� ��� &���������� �% � %������� φ #���� ���� ��)�� ��� �� ��� ��9���
�������� /��#��� ��� 88, 33, ��%�������� &��������� Q = {T,Ω} :0�� ����� &� 
�������� ��� �������� �� ������� 1'2;' 0��� �� ��� $��� ���&' <�� ��� ��6� ���&	 #� #��/
#��� ��� %����#��� ����� %�������� ������ 0�� ��������� �� ������� �� %����# � ��# pin
%�� ��� )�6��� ������ ��� ��9��� ��� � ��# pout %�� ��� )�6��� ������� ��� ��9���' 8�)��
���� ��������)� �����	 ��� ������������ �� ��� ��)���� &������� 0�� ,45 ������ ��� 
����� �% ���������� ��� ���� &������� &��������� φ ��� Q ��)�� ��� �����)����� �% ��



�� ������� 	
 ��
�� ��� ������� �� � ��
�� ��� ���������
��

����� I : X → R� ���	�
 ��� 
���
 ��� ���	���� φ �� ���
��� ��	� ���� p(φ,Q|I) ��
����������

MAP = argmax p(φ,Q|I) = argmax
p(I|φ,Q)p(φ|Q)p(Q)

p(I)
.

��� ����� ����� ���� ��� ��� ��� ����������� ���� ��� ���� 
���
 ��� �� φ �� �����
 ��
I ��� Q ��� 	���������

� ����������� ������ p(I|Q,φ) = p(I|φ)
 ��� �� 	�� �����

p(φ,Q|I) = p(φ, T,Ω|I) =
p(I|φ)p(φ|T,Ω)p(T,Ω)

p(I)
.

��� �������
��� p(I) �� 	������� ��� � ����� ������ �������
 ��� �������
��� �� ��� ������
��������� p(T ) �� ������� �� �� ����������� ��� �������
 �� �� ������ ��� ��

�����
������ ���	�����
�

E(φ,Q) = −α log(p(I|φ)) − τ log(p(φ|Q)) − κ log(p(Ω))  !�"#

���� �������	�� ������� α, κ, τ ∈ R �� �����
��� ��� �	�
� �� ��� �������������� ���
$��� ���� �� �%������  !�"# ���	����� ��� ������������ ������ ���� ��&�	� ���	�$	 ������
���	� ��� ����� �� ��� �����
���� ���� ��
�� ������������� pin ������ ��� ����� ��� pout
������� ��� ����� �� ����� �� ��� �������� ���� ��� ���	� 
���� ��

log(p(I|φ)) = −

∫
X
(1 −Hε(φ(x))) log pin(I(x))dx −

∫
X
Hε(φ(x)) log pout(I(x))dx.

��� ���	���� Hε(φ(x)) �� � 	��������� ������������� �� ��� ��������� ���	���� ���	�
�� 	
��� �� ��� ������� ��� ��&�	� ��� 	
��� �� ���� ������ ��� ��&�	�� ��� ����
���������
�� H ��� 	����� �� �������� �� '(��� "))*+�

Hε(φ) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 �� φ(x) > ε
0 �� φ(x) < −ε
1
2

[
1 + φ(x)

ε + 1
π sin(πφ(x)ε )

]
�� |φ(x)| ≤ ε

 !�,#

-�� �� �

��������� �� ��� ������������ 	���� ��� $���� !�!�

��� ��	��� ���� ���������� ��� ����� ����������� �� φ ������ �� ��� ../�00/ ���	�
����
� �

 ������ x �� � ������� �� .������� ������������ �� ���  �����������# ����

������ mj � -�

����� ��� 1/�234 ����	��
� �������	�� �� ��	���� 5�,
 ��� �������
��� ��
� ����� x ����
�� �� ��� ../�00/ ����� Q �� ��� �����
���� ��� �� 	�����������	�
�������
����� �� x ��� �

 mj ��� �%��
�

p(x|Q) = pΘ =
1

Nm

Nm∑
j=1

exp(−
|x− T � mj|

2

2σ2Θ
).
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�� ��������� 
���
��� �
��� ����� ����
��� ����� ��� 
��

�������
�� ���
� 
���
��� δε ��
� ������
 ε = 1�


� �
� ���������� pΘ ������� �
� ����������� ����� �� � ������� ���
 ����� ������

����� Θ = {M̄, vp, λp, n} �
��
 ����� �
�� Θ ��  !��� "
� ����������� �� � ����� x
���
 ������� �� �
� ����� ��������� �� Θ �
�� ������� �� �
� ����������� ����������

Q = {T,Ω}� "
� ���������� ��� ���� �� �� ��� �� ������� #�#�$�

��� � ������� Γ ���������� �
� %��� ����� ��� �� φ� �
� ��� �� �
� ����������� �� ����

����� �� log(p(φ|Q)) = log(
∏

x∈Γ p(x|Q)) =
∫
x∈Γ log p(x|Q)dx� "
� ����������� ����

�
� �
��� �����
 �� �
� ������� �� �
�� �!������� ��

log(p(φ|Q)) =

∫
X
δε(φ(x))|∇φ(x)| log pΘdx, &��#'

���
 δε(φ(x)) 
����� � ����� ������� > 0� "
�� � �������%����� �� ����� ���� �
�

�����
 �
��
 ����� �� log(p′(φ|Q)) = log(p(φ|Q)p(φ|l0)) =
∫
X δε(φ(x))|∇φ(x)|

(log pΘ − β)dx ���
 β = 1
l0

∈ R �
��� l0 �������� ��	 ���
���
����� �� ��	 �	����� ���

pΘ = const ���� 	������� �� �	�	����
	� �� ��	 ��������� �
������� �	�
∫
X
δε(φ(x))|∇φ(x)|dx
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��� ��� ������� �
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�� ���� �� �	�
 �
� ���� ��	�
 
�����
�	� ���
����
 �� �	� �	��� ���� �
 �	� �
���� ��
����
�� p(Ω) �� ����
 �� �	� �����

��� �� ���	��� ���������
 ��� �	� ����������
 !�������� Ω ����
 �	� �����" ��� �#���
���
 $%�&' �
 ������
 %�%���

����� ����	
���
 �� ��� �
���� ��
����

�

(
 �	�� ������
" �	� ��
���)����
 �� �	� �
���� ��
����
�� �� �#�����
 $*��' �� �������
+��	 ���!��� �� �	� ����� ��� ��
����
 φ� ,�� ���� !������
����� ��
���
�
� ���	��������
����� ���� �
 �	�� ������
" !����� ����� �� ������
 -�.�

������� ��� 	
��
�
�� �����

�	� ��/���
������
 �� �	� �
��
���� ����� +��	 ���!��� �� �	� ����� ��� ��
����
 φ �� #����
���� �� ∂

∂φHε(φ) = δε(φ)0

∂

∂φ
log(p(I|φ)) =∫

X
δε(φ) log pin(x|μ1, σ1)dx−

∫
X
δε(φ) log pout(x|μ2, σ2)dx $*�.'

������� ��� ����� ��
�� ����

�	� ��/���
������
 �� �	� �	�!� !���� ���� EΘ(φ) = log(p(φ|Q)) �� ���������� �

�#�����
 $*�%' +��	 ���!��� �� φ �� � ��� ���� �� ,�� �
� �	�
�" +� 	��� �� ���� +��	
�	� ���������� �� �	� 1���� �����������
 δ′ε� �	� �������
 �� ����� �
 �	� !��
��!�� ��
��������
�� ����������� �
� �
��������
 �� !����� �	� ��� �� �� �������
� �	� ��/���
����
���2���
� �� EΘ(φ)" �� +� ���� �
������� �	� ��
����
 α : X → R� (
 ����� �� ���!���

EΘ(φ + ηα) =

∫
X

log pΘδε(φ + ηα)|∇φ + η∇α|dx.

+��	 η → 0" +� ��� �	� ������ ������!��
� ��� � ��
����)����
 �� �	� ����� �����������

δepsilon �� !��
� (φ + ηα) �
� +����

EΘ(φ + ηα) =

∫
X

log pΘ
(
δε(φ) + ηδ′ε(φ)α

)
|∇φ+ η∇α|dx.

3��
� �	� �#�����
 |∇φ + η∇α| = |∇φ| + η∇φT∇α
|∇φ| + O(η2) +	��	 �� ������� ���� �	�

��
����� ������ �
 �#�����
 $-�4' ����+� �� +���� EΘ(φ + ηα) �� � ��� �� EΘ(φ) �
�
�������
�� �����0

EΘ(φ + ηα) =

∫
X

log pΘ
(
δε(φ) + ηδ′ε(φ)α

) (
|∇φ| + η

∇φT∇α

|∇φ|
+ O(η2)

)
$*�*'

= EΘ(φ) + η

∫
X

log pΘ δ′ε · α|∇φ| + η

∫
X

log pΘ δε(φ)
∇φT∇α

|∇φ|
+ O(η2).
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	� �
	
�� 
� ���	

��� ����� 	�� ������ �� ��
 ∇g = ∇α 	�� V = log pΘ δε(φ)
∇φ
|∇φ| �

�����
�� 
�	
 
���� 	�� �� �����
� ��
�
�� 
�� 
�	��� 	�
�� �����	� ���
�	

��� ��

��
	
� ∫
X

< ∇g , V >= −

∫
X
g · div(V )

��
�� 
� ∫
X
δε(φ) log pΘ

∇φT∇α

|∇φ|
= −

∫
X
α · div(δε(φ) log pΘ

∇φ

|∇φ|
).

�

� 
�
� 
�����	

��� �� �	� ����

� ���	

�� ����� 	�� ��
	
�

EΘ(φ + ηα) = EΘ(φ) + η

∫
X

log pΘ δ′ε · α|∇φ| − η

∫
X
α · div

(
δε(φ) log pΘ

∇φ

|∇φ|

)
.

�����

�� ����� 
�� �	�
 
��� �� 	�	
� ��
�� 
�� ������
 ���� ��� 
�� �
�������� �
	
�� 
�

���	

�� ������  �
� 

�� �� ��
 g = δε(φ) 	�� V = log p ∇φ
|∇φ| �  �
� ��	�� 
�∫

X
div

(
δε(φ) log pΘ

∇φ

|∇φ|

)
=∫

X
δε(φ) · div

(
log pΘ

∇φ

|∇φ|

)
+

∫
X

< ∇(δε(φ)), log pΘ
∇φ

|∇φ|
> .

 �� ��	�
��
 �� δε(φ) 
� �����
�� ������
�� ���	

�� �����!

∇δε(φ) =

⎛
⎜⎝

∂δε(φ)
∂x

∂δε(φ)
∂y

∂δε(φ)
∂z

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝ δ′ε(φ)

∂φ
∂x

δ′ε(φ)
∂φ
∂y

δ′ε(φ)
∂φ
∂z

⎞
⎟⎠ = δ′ε(φ)∇φ,

"� 
����

�� 
�
� 
�
� ���	

�� ������ �� ��
 �
� �� 
�� δ′ε(φ) 
����� �� 
�� ���	

��
�
���
#�� 
�

EΘ(φ + νη) = EΘ(φ) − η

∫
X
αδε(φ) · div

(
log pΘ

∇φ

|∇φ|

)
.

$� ����� 
� �����
� 
�� ��	�
��
 �� EΘ� �� ��� ������ 
�� ������
 ���� �� ���	

��

���%�� ��


�� g = log p 	�� V = ∇φ
|∇φ| � ��
�� #�	��� ��	�� 
�

∇EΘ(φ) = −δε(φ) · div

(
log pΘ

∇φ

|∇φ|

)

= −δε(φ) log pΘ div

(
∇φ

|∇φ|

)
− δε(φ) < ∇(log pΘ),

∇φ

|∇φ|
> . ���&�
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 �	
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�


�	� ����
 �	�
�� x �
 ����
� �� �����

� ���
����
 	� �	����	�������� �	� ����
 �	�
��

x�

��	 ����������� �� ��	 ������� �� ��	 �	�	� �	� ����������� ��	 �������� ��	

������ ������� < ∇(log pΘ), ∇φ
|∇φ| > 	����	� ���� ��	 �	�� �	�	� �	� �� �����	� �����

������� ��	 ��� ����	� ��	 ����	� �� ∇(log pΘ) = ∇(log p(x|Q)) �������� �	�	�� ��

��	 �������	 �� ������ x �� ��	 ������� ����	� ! "# 	$�%��	 �� ���������	� �� &���	


��'��� ��	 ��������	 �	�% log pΘ div
(
∇φ
|∇φ|

)
	����	� ���� ��	 �%�����	�� ������ ���

%��	 ��(�	��	 �� ��	 �	�� �	�	� �	� 	�������� �� ��������� �� ��� ������� ���������� 

���� �� ��������� ���� ���� ������� ���������� � ���� �� ���������	� �� &���	 
��'���

)	��	* �	 ��	 � ����� ����	 ������� �� �	���� %���%������ ��	 �������	 σ2Θ �� ��	

���������� ������������ pΘ �� � �	������	 ����%	�	� ��� ��� �� �	 ���	���� �����	� ��
��	 �����	% �� �����

����� ����	�
����
 �� ��� �
���� ��
����
��

��	 �	�������	� �� ��	 	�	�� ���������� �	�%� �	���	� �� ��	 ���� �	����� ��	 ��%%	�

�� ��� �����	� �� ��	 �����	�� �	��	�� �������� ��

∂φ

∂t
= δε(φ)

(
−α1 log(pin) + α2 log(pout) − τ < ∇(log pΘ),

∇φ

|∇φ|
>

+div

(
∇φ

|∇φ|

)
(β − τ log pΘ )

)
. '
�+�

��	 %���%������� �� ��	 	�	�� ���������� �� 	,������ '
�-� �� ��	� ���	 � ���	�������

��	 �����	�� �	�	�� ��� ��	 	%�	����� �������� φ ���� �� �����	 �� ��	 ����%	�	�� T
��� Ω� ��	 �����	 �	��	� �� &� ��	 ������� �� ��	 ����	�� �	�� �	�	� �	��



��� ������	
�� �� 

���� �� ������ ��
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 �����	
 �� �
���� �� � 
�����
�� ��
������� �	 ���� �
��� 
�� 
���

< ∇(log pΘ), ∇φ
|∇φ| > ��� 

 �� ����
��� 
��� �� 	��� 

 �
���
�

∇(log pΘ) = ∂
∂x log

(∑
j exp(−

|x−T	mj |2
2σ2 )

)
. ���� �� ������ �
	� �� ����
�
����� ����
��

�	� 
�� ����	 ���� ����� ����� 

 
�� �
��
��	� �������
 ������� 
����

< ∇(log pΘ),
∇φ

|∇φ|
>=⎛

⎝ 1(∑
j exp(−

|x−T	mj |2
2σ2 )

) ∑
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&�
�
�� φ̃ ��������� �� �'
����� ���(��
)����� ����� ���* φt+1 ← φt + φ̃�
&�
�
�� ����		� ����
����� T,Ω �����
�+��� �'
����� �,��,� -��� k = 1 ���
S1 ����������� �� ��� +��� ����� ��� �. φ

t+1��
)����� ����		�* M t+1 = T � (M̄ +

∑
p ωpvp)�
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#�� /������ ��� � ������� ����� �� ���/ .�� ������ ������������ �� ��� 
���� ����
���
#��� ��� �0����� �� ����������� �
���� ��� �����
��� �. 
�������� �

�� ����� ��/�
�������
� �. ��� �����0 �� �������
� �. ��� ��������� #�
�1 �� �0��� ���
�������� �.
��� /����� ����� �� ���
�� ��� �������� ���
 �� � 
���


� 2
��� �
��
���� /�����
���
�������� �� ��� �� ���� ���/ �� ��� ���� ���
� ��������� ��3������� ���-��� ���
/����� ��� �������
���� ������ �� ��� ����� ��� ������ ��� ���� �
���� ��������1 ���
���� ���
� ����������� ������ ��� �������
�� /����� ���

�� ��� ��� ���� ��
������
�
-���� �� ������ �
� �� ��� ��� /����� ������� -���� ��� ���/�� ���� ��� ����� �����. ���
������ �
� �� ��� ���� '
����� �. ��� ����
���� &# �
����� 2�� �� �0�
��� �. ���
/����� �
���� ��� 4�
�� ��5�

���� ��������
� .�� ���
����
��
���� /����� ���
�������� .��
 
����� ��- ����
��
���� &# �
���� ������� �. �-� �����* 2����1 .�� �
��
���� ��������+�����1 � ������
�� ��� �
��� �� �������� -���� ��� ����������� �. /����� ����
� ���������� �� �����
	�����1 � ����� ������ ��������
 �� �
������ �� ����� �� ������ ��� /����� �����
�� %��
������ �
������� 
������ 
���� ��.��
���� 
����� ����
�� ��� ��
�������� �. ���� �����
���������� �. ��� ������ -��� ����������� ��.��
����� ���
� ��� ����� 6#������ �77�8
�� ��� �������� �. � ��������
����� ��������
 ����
��� �����.���� ��� /����� �����
���� 69�����
��� �77:8�  ������ 
����� �������� ��� ������������� �. ��3����� �
�
��� ���������� ���������� �� ������ ���-��� ��� ����
��/ �����
�������� 6;�� �77:8�
;��/��� �� ��� ����
������1 ��� �. ����� 
������ ���� �� ���

� �������� ���
�� 0.88
�-���� �� �� ��� ����� -���� 
���
���� ���<������ -��� 
���� ��� �� ������� �
�.���
�������� �. 1mm 69�����
��� �77:8 ��� ������������ ���
�� � ��0�� -��� �����
����
0.63 × 0.63 × 10mm3 6#������ �77�8 ���-��� ��� ���
��� ��� ��� ���� ���������  ��
������ ������ .���
�� �. ����� 
����� .�� ��
� ����� -���� -��� 
����� ����
���� .��
�� ���� '
����� �. ��� �
��
���� �������� ��������+������

����� �����	
�
�
	 ��������	


������ �������� =
� �������� ���� ��� �������� �. �: &# �
���� �. ��� ����
����
������ -���� -��� ��/�� .��
 ������� ���� ����� ������� #�� ���� ��� �� -��� �� ���
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�

�
������ ��������  !�� ������ "���� #�� ����������
�� ���� ����
���� �� �������

��������� #�� ��$� 
� ��� ������ �� 512 × 512 × (32 − 52) �
%��� ���� ���
����
�
0.98 × 0.98 × (2.9 − 5.0)mm3 ����� ��� ������ �������� ��
�� 75 × 60 × 100mm3�

#�� &&'(��' �
� ��� ������ �� ����� ����� � �������� ���� ��� 
� )* ���������
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� ����
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� ��� ��������� - �������� �
� �
������� ��� &&'(��'� ��� ��
���

�������
� .�/����
� .0�)011 �� 
�����$�� �� ����
����� �� �����
� 0� #�� ���
�����
�����(����� ���������� .��������� �� �����
� 0�-1 ��� ��� �
 σ = 20mm� �������
�
����
� = 0.9� ������ 
� �������
�� = 20� #�� ��������� ������ &&'(��' ��� �� ����
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�		� �� "�#	���� ������� #���� $���	� �� "	�% ��	 �	����& �������������� ����	����� ��	
''()**( �	�� �	+������ �
�,��- ��	 �������� �	������� σΘ �������� ��	 �������� ��
��	 ''()**( �� ��	 .	�� �	�	� �	�� /��� �	��� ���� �� "������	- σΘ ������ ���	 ����	�
������ 5mm �� �������		 � ����	����� �������� ��� ��	 "����	� �� ���� �� ���� �� ��	
�	�� "���� �������	 �� ��	 ���	�� 0�#	�	�- ��	 ����	 �� σΘ ���� �������� ��	 �������	��
�� ��	 �"����� ����������- �� ��	 ������������ �� ��	 ��	���	��� τ, β ��� α �� �	�	����&
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�$ ����� 
� �����
�� 	�� ��	�
� �
����
��� 	�

A = Ũ Σ̃Ṽ T

�
	� Ũ ∈ R
m×n� Ṽ ∈ R

n×n ��� Σ̃ ∈ R
n×n�

��� �
������ ������ ��� �����
�	�� ��
�� �� �
������ ���	��� u ��� v �� � ��	�
� A ��	
���

Avi = σiui

���

ATui = σivi.

%� � �����	�
� ����� 	�
� ����� 	��	 ��� ����� ���	������� ��	�
� �� ��� &�� ��

��	������� 
��
� V �� ��
�� ���� i�	� ���	�� vi 
� ������ 	� � ��������	
�� ���	
�
��
��	
�� �� 	�� i�	� ���	�� �� � ��	������� 
��
� U '
� n > m 
	 
� Avi = 0 ��� i > m(�
��� �
������ ������ σi �� � ��	�
� A ��� 	�� ������ ���	� �� 	�� �
��������� �� ATA�

���
�����
 �
�
��
����
� ����� ��
 ���
�� �
��
�

� ���� �����	�
� ��	�
� A ∈ R
n×n ��� ������ ���� �
��������� ��� ��	�������

�
������	���� A ��� 	��� 
� ��
		�� ��

A = USUT

H. Hufnagel, A Probabilistic Framework for Point-Based Shape Modeling 
in Medical Image Analysis, DOI 10.1007/978-3-8348-8600-2, 
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����� S ∈ R
n×n �� � ���	
��� 
����� ����� �
������ ��� ��	�������� 
�A 
� ��� ���	
����

��� U ∈ R
n×n �� �

�
��� 
� ��� ��	������
�� 
� A ��� �� ������
�� 
���
	
���� ����

�
�
�����
� 
� A �� ������ �������� 
� �	
�� ���

�
����
��
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���� �
 ��������� ��� �����
������� A+ �
� � ��

����� 
������ �� ��� ��� ���

��	������� ���

�
����
� ������� 
� ��� ��� ��

AA+A = USUTUS+UTUSUT

= USUTUS+SUT

= USUTUUT

= USUT

= A.
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� �� �� ��������� ��	
����
 �
� �����	 ��� ��	������� �
� � ��
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����� A ∈ R
n×n�  
� �
��� 
�������� ��� ���
�� 
���
� 	���� ����
�
�� ��������

������� �

������� �
 ��� !" ��	
����
� ��� ��	
����
 �����
���� ��� ��#����� 
�


���
	
��� 
������� U1, U2, ..., Un ��� ��� ��#����� S0, S1, ... �� �
��
��$

S0 = A

Sk = UT
k Sk−1Uk.

��� ��#����� U1, U2, ..., Un �� �
��������� �� � ��� ����

lim
k→∞

Sk = S = diag(λ1, λ2, ..., λn)

���� λ1, λ2, ..., λn ����	 ��� ��	�������� 
� A�
��� ��	
����
 	��������

Sn = UT
n U

T
n−1...U

T
1 AU1U2...Un.

%� ��� Uk ��� 
���
	
���� �� ��� �����

A = U1U2...UnSnU
T
n U

T
n−1...U

T
1 .

 
� n → ∞ �� 
����� Sn = S� ��� ����� U = U1U2...Un ���������� ��� 
����� 
�

��	������
�� 
� A ����� 	���� ��� ��	������� ���

�
����
�

A = USUT .
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� ��� �����
'������� A+ 
� ��� ���� ��

����� 
����� A�

A+ = US+UT .

��� �

������
� 
� S+ ��� �� �
�� �������� �� ��������	 ����� �
�'(��
 ����� �� S
���� ��� ������
��� ��� ���� ������
���	 ��� ��������	 
������
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�! �� �� �������
��� �� ��

EHij
=

exp(−μ(si, T � mj))∑
k exp(−μ(si, T � mk))

=
1

1 +
∑

k �=j exp(μ(si, T � mj) − μ(si, T � mk))
. �"���

#� �� ������ 
���$������ ��� ��������	 %������� ����� ���
 �
� &�����	� σ2! ��������
�"��� 	�� �� ������� ��

EHij
=

1

1 +
∑

k �=j exp
(
(si−T	mj)2−(si−T	mk)2

2σ2

) =
1

1 +
∑

k �=j rijk
.

lim
σ2→0

rijk =

{
0 if (si − T � mj)

2 < (si − T � mk)
2

+∞ if (si − T � mj)
2 > (si − T � mk)

2 .

�� ��� ����

lim
σ2→0

EHij
=

{
1 if (si − T � mj)

2 < (si − T � mk)
2

0 if (si − T � mj)
2 > (si − T � mk)

2

�� ��� ��	�
������ 
���� ��� ��� 
�����	�����
� ������� ��� 	����� si ��� mj �� 1 �� ���

���� �� mj �� ��� 
������ 	���� �� si� ��� ��� ����� 	����� mk ���� k 
= j ��� ��	�
������


���� �� ��� 
�����	�����
� ��
���� 0� ���� ����� ���� ��� ������ �� ������ ����
��

��!� ��� ��� �� ������ ��� ����� 
�����
���

��� �����	��
��� 
��
���
��� ������� �

���������� �	 �
� ����
� ���� 	�� �
� ������ ��������


"� �	����#�� ���  ����� 
�������� �� �$������ %&�'&( ����������� ���� ���	�
� ��

��� �	������ �� {Q,Θ}) �� ��� ���� �� ��������� ��� 	��������� �� ��� ���������� ���

*� ���� ����� ��
�� �� ��� ��+����� �	����#������) �� ���� �������
� ��� �������� 

��������� ��� ���	��,
����� �������-

��� ����
���
� �� ��� ��
��� ���� �� ���  ����� 
�������� �� ������ 	�������� �� ���

���� ������� �� ���� ����������� ��� �		��
����� �� 
���� ��� 	����
� ���� ��� ����

���� ��� �������� ������ ��� ����
���
� ��

ξkij(Tk,Ωk, M̄ , vp, λp) = log

Nm∑
j=1

exp

(
−
‖ski − Tk � mkj‖

2

2σ2

)
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���� �����	� �
 
�� 
� ��� �
�	��
��� ���������� ������ ��� x� �� �

�� �� �
��
���

∂ξ(x)

∂x
= log(u(x))

=
1

u(x)

∂u(x)

∂x
,

u(x) =

Nm∑
j=1

exp

(
−
‖ski − Tk � mkj‖

2

2σ2

)
.

∂u(x)

∂x
=

Nm∑
j=1

exp(f(x))
∂f(x)

∂x
, �����

f(x) = −
‖ski − Tk � mkj‖

2

2σ2
.

∂f(x)

∂x
= −

∂

∂x

(ski − Tk � mkj)
T (ski − Tk � mkj)

2σ2

= −
(ski − Tk � mkj)

T

σ2
∂(ski − Tk � mkj)

∂x

�
 �� ��� ��� ��	
����� ���������� ����

∂ξ

∂x
= −

Nm∑
j=1

exp
(
−
‖ski−Tk	mkj‖2

2σ2

)
∑Nm

l=1 exp
(
−‖ski−Tk	mkl‖2

2σ2

) (ski − Tk � mkj)
T

σ2
∂(ski − Tk � mkj)

∂x
.

�� ���
���� ��� ������ ����
�
	�� �� ��� 	
�����
����	� ��
���������� ����

γijk =
exp

(
−
‖ski−Tk	mkj‖2

2σ2

)
∑Nm

l=1 exp
(
−‖ski−Tk	mkl‖2

2σ2

)
��� ���������� �� ������ ������� ��

∂ξ

∂x
= −

Nm∑
j=1

γkij
(ski − Tk � mkj)

T

σ2
∂(ski − Tk � mkj)

∂x
. ��� �

�����������	 
��� �
��
�� �� ��
 ��	
 ������

!� ���� �
 �
��� ��� ���������� 
� ��� 	������
� C ′k(Qk,Θ) ���� �����	� �
 Ak�
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���� ���� �	��� �� ���
���� ����� 
�
 	���� 
��������
�� f(x)
���	 ������� �� Ak�

∂C ′k(Qk,Θ)

∂Ak
= −

Nk∑
i=1

Nm∑
j=1

γkij
∂

∂Ak

‖s′ki −Akm
′
kj‖

2

2σ2

∂

∂Ak
‖siki −Akm

′
kj‖

2 =
∂

∂Ak
(s′ki −Akm

′
kj)

T (s′ki −Akm
′
kj)

=
∂

∂Ak
(s

′T
ki s

′
ki − s

′T
kiAkm

′
kj − (Akm

′
kj)

T s′ki − (Akm
′
kj)

TAkm
′
kj)

=
∂

∂Ak
(s

′T
ki s

′
ki − s

′T
kiAkm

′
kj − s

′T
kiAkm

′
kj + m

′T
kjA

T
kAkm

′
kj).

������� �	� 
����
���� �� ����� �� ��


∂C ′k(Qk,Θ)

∂Ak
= 0

⇔ Ak

Nk∑
i=1

Nm∑
j=1

γkijm
′
kjm

′T
kj =

Nk∑
i=1

Nm∑
j=1

γkijs
′
kim

′T
kj

⇔ AkΥk = Ψk, Υk,Ψk ∈ R
3×3.
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 �� �	� 
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���� �� �	� �����
 ���� �� �	� ���������� 
�
�� �	� �����
! 
����
"

���� 
�����#�
 �� ���
���� ���$� �� ���!�%�
�

∂Ck(Qk,Θ)

∂ωkp
=

ωkp

λ2p
+

Nk∑
i=1

Nm∑
j=1

γkij
(ski − Tk � mkj)

T

σ2
∂(ski − Tk � mkj)

∂ωkp

=
ωkp

λ2p
+

Nk∑
i=1

Nm∑
j=1

γkij
(ski − Tk � mkj)

T

σ2
∂(ski − tk −Akmkj)

∂ωkp
.

�� �� &��� mkj = m̄j +
∑n

q=1 ωkqvqj �� 
��������
��

∂(ski − tk −Akmkj)

∂ωkp
=

∂

∂ωkp
(ski − tk −Ak(m̄j +

n∑
q=1

ωkqvqj))

= −Akvpj.
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���	������� �����
����

��� ������ ���

∂Ck(Qk,Θ)

∂ωkp
=

ωkp

λ2p
−

1

σ2

Nk∑
i=1

Nm∑
j=1

γkij(ski − T � mkj)
TAkvpj.

��		
�� ∂Ck(Qk,Θ)
∂ωkp

= 0 �����
 �
 �
	� 	�� ������
�� 	���� ��������	
�

0 =
σ2

λ2p
ωkp −

Nk∑
i=1

Nm∑
j=1

γkij(ski − tk −Akm̄j)
TAkvpj

+
n∑

q=1

ωkq

Nk∑
i=1

Nm∑
j=1

γkijv
T
qjA

T
kAkvpj.
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!� ����	� div(V ) �
 	�� �
�������� �� 	�� ���	
����
�� �
"����	
���� ���	�� ���� V �

��� �
�������� 
� 	��  # $���
�
�� 
���� 

 ������ �
 	�� 
����� ������ ����	
��

div(V ) =
∂Vx

∂x
+

∂Vy

∂y
+

∂Vz

∂z
.
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div(g · V ) = g · div(V )+ < ∇g , V > '(�)*

�� 
� 
�	����� ����∫
Ω
div(g · V ) =

∫
Ω
g · div(V ) +

∫
Ω
< ∇g , V > . '(��*

!� ����	� ∇g �
 	�� ����
��	 �� 	�� 
����� ���� g� ∇g 

 � ���	�� ���� �
	� ���� ���	��

��
�	
�� 
� 	�� �
���	
�� �� 	�� 
	����
	 
����� ��� 
	����� 	�� 
����& 	�� ������ 	��

�

��
�	�� ���	���

∇g =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

∂g
∂x1
∂g
∂x2
���
∂g
∂xn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .



��� �����	��
��� 
��
���
��� ������� � ���

�� ���� ���	 
��
 
�� ��
�
��� �� 
�� �����
���� �� � ���
�� ���� ������ 
�� ������
���

�� 
��
 ���� �� 
�� ������ ���
��� n �
 
�� ��
� �
�� ��
�
��� �� 
�� ������� ����������∫
Ω
div(g · V ) =

∫
∂Ω

< g · V , n > dn.

���� ����� 
��
∫
Ω
g · div(V ) +

∫
Ω
< ∇g , V >=

∫
∂Ω

< g · V , n > dn. �� !�

"������# �������
 
��
 
���� ��� �� �����
� ��
���� 
�� ���
�# 	� ���	 
��
∫
∂Ω < g · V , n > dn = 0 	���� ������ �� �� 
��
 ����� 	�
�∫

Ω
g · div(V ) = −

∫
Ω
< ∇g , V > .

����� ����	
� ���
���
���

���� ������
��� �� ���� ��� 
�� ��$����
��
��� �� 
�� ����� ����� 
��� �� ���
��� % & ' 

|x+ ηy| =
√

(x+ ηy)2

=
√

|x|2 + 2ηxT y + η2|y|2

= |x|

√
1 + 2η

xT y

|x|2
+ η2

|y|2

|x|2

= |x|(1 + η
xT y

|x|2
+ O(η2))

= |x|+ η
xT y

|x|
+O(η2). �� (�

��� 
������� ���� ���� ' 
� ���� ) ����� ��� �� � �������� ������ 
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